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Yorrede 

zur ersten Auflage. 



JLfas niachlige Inslruiiienl de** Algebra und Analysis, welches 
uiiler dem Namen der Delerminanten in Gebrauch gekommen 
isl, war aus den bis vor wenig Jahren vorhandenen Quelleii nicht 
leichl kenn^n zu lernen. Die grossen Meisler hallen jenes Uttlfs- 
mitlel fttr die h5heren Zweeke, denen ihr Genius dienle, sich 
geschaifen und waren wenig gesonnen, ihren Bau durch Belrach- 
tungen ttber Material und Werkzeug, von deren Ttichligkeil sie 
tiefe Ueberzeugung hatlen, aufzuhalten. Daher isl es mil den 
Delerminanten wie wohl mil alien wichtigen Inslrumenlen der 
Mathemalik ergangen, dass sie langere Zeit im Besitz von wenig 
Auserwahllen blieben, bevor eine geordnele Theorie derselben 
den Nichtkennern das VerstUndniss und den Gebrauch zugang- 
lieher machte. Die ersle Idee, der Algebra durch Bildung com- 
binalorischer Aggregate, die heule Delerminanten genannt wer- 
den, zu Htilfe zu kommen, rtlhrt, wie Dirichlet bemerkl hat, 
von Leibniz her. Ausser dem Briefe an L'Hospital 1693 April 28 
und dem Aufsalz Acta Erud. 1700 p. 200, in welchem Leibniz 
die Ueberzeugung von der Fruchtbarkeil seines Gedankens aus- 
§prichl, scheint aber nichls tlbrig zu sein , woraus sich schliessen 
liesse, d*ss Leibniz sich um weitere Frtlchte dieser Idee bemtlht 
babe. Die zweile Erfindung der Delerminanten durch Cramer 
1750 blieb unverloren wegen der Diensle, die der Algebra daraus 
erwuchsen, theils durch Cramer selbsl, theils nach einer Reihe 
von Jahren durch Bfizoux , VandermOxNDe , Laplace , Lagrange. 
Namentlich war es Vandermonde (sur Telimination 1771), der 
einen Algorilhmus der Delerminanten zu begrtinden suchte, w alp- 
rend Lagrange in der Abhandlung sur les pyramides 1773 von 
den Delerminanten dritten Grades bei Problemen der analyti- 
schen Geometrie bereils in grosser Ausdehnung Gebrauch machte. 
Den wichligsten Ansloss jedoch zurweiteren Ausbildung derRech- 
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nung mit Determmanten haben Gauss' Disquisitiones arithmeticae 
1801 gegeben. Ausgehend von der Belrachtung der Algorilh- 
men, welche in diesem Werke sich auf die ))Determinanten der 
quadratischen Formen« beziehen, stellten Gauchy und Binet 18121 
die allgemeinen Regeln fttr die Multiplication der Determinanten 
auf, wodurch Rechnungen mit schwer zu bewaltigenden Aggre- 
gaten eine unerwartete Leichtigkeit gewannen. Des neuen Cal- 
cttls, welchen besonders Gauchy ausgebildet hatte, bemiiehtigte 
sich vorztiglich Jacobi 1826, dessen in Grelle's Journal nieder- 
gelegte Arbeiten reichlich Zeugniss geben, was das neue Instru- 
ment in des Meisters Hand zu leisten vermochte. Erst durch 
Jacobi's Abhandlungen » de formatione et proprietatibus determi- 
nantium« und ))de determinantibus functionalibus 1841 « wurden 
die Determinanten Gemeingut der Mathematiker , welches seit- 
dem von verschiedenen Seiten her wesentliche Vermehrungen 
erhalten hat. 

Jacobi's Abhandlung de formatione etc., welche nicht un- 
mitteH^ar ftlr das erste Studium des Gegenstandes verfasst ist, 
und Spottiswoode elementary theorems relating to determinants, 
London 1851, eine Schrift, welche bei zweckmassiger Anordnung 
des Stoffes und einer guten Auswahl von Beispielen manche 
Ungenauigkeiten enthalt, waren die einzigen vorhandenen An- 
leitungen zur Kenntniss der Determinanten, als ichmich ent- 
schloss, das zum grossen Theil noch zerstreute Material in eine 
Theorie der Determinanten, begleitet von den wichtigsten An- 
wendungen derselben, zusammenzustellen. Meine Arbeit war 
fast zum Abschluss gebracht, als mir Brioschi la teorica dei deter- 
minant!, Pavia 1854, bekannt wurde. Dieses Werk, hervor- 
gerufen durch das auf vielen Seiten geftlhlte Bedtirfniss einer 
elementaren Anleitung zur Kenntniss der Determinanten, ist mit 
vorztlglicher Sachkenntniss geschrieben und enthalt einen reichen 
Schatz trefflichen Materials, wodurch es schnell in weiten Kreisen 
Eingang und Anerkennung sich verschafft hat. Die jiingst in 
Berlin erschienene deutsche Uebersetzung dieses werthvoUen 
Buches ist ohne Zweifel den deutschen Mathematikern sehr will- 
kommen. Dass ich den Muth hatte, meine Schrift tlber den- 
selben Gegenstand zu voUenden,. grtlndet sich hauptsachlich auf 
die Verschiedenheit in der Anlage und Ausftlhrung meiner Arbeit. 
Dm den theoretischen Kern des Gegenstandes mdglichst rein 
herauszuschalen, habe ich die Haupteigenschaften der Determi- 
nanten und die darauf gegrttndeten Algorithmen in synthetisch 
genau articulirtem Vortrag, wie er den Lehrbtichern von Alters 
iier eignet, abgehandelt, und wo es ndthig schien, durch ein- 
fache Beispiele erlautert. Es kann zur klaren Einsicht in die 
Lehrsatze eines Systems nur erwtlnscht sein, bei jedem Lehr- 
satze die Summe der Pramissen, auf denen er beruht, straff 
zusammengezogen zu sehen. Dagegen habe ich die Anwendungen 
auf Algebra, Analysis und Geometric in einen besondern Ab- 



schnitl vereinigt, um durch grOsseren Zusammenhang leichtere 
Auffassung und in den einzelnen Malerien eine gewisse VoU- 
standigkeit erreichen zu kOnnen. Besonders aber wtlnschte ich^ 
meiner Arbeit dadurch einigen Werlh zu verleihen, dass' ich 
soviel als mOglich bis zu den Originalquellen vorzudringen 
suchte, um die ersten Erfinder von Methoden und die ersten 
Entdecker von Lehrsalzen citiren zu kcJnnen. Solehe Gitale sind 
nicht nur ein Opfer, welches die spUtere Zeit den frtlhern Offen- 
barungen des Genius schuldet, sie bilden ein Sttlck Gesehichte 
der Wissenschaft und laden zum Sludium der hohen Werke 
ein, aus denen die Wissenschaft aufgebaut ist, und in denen 
noch immer reiche Schatze ungehoben ruhen. Freilich kann ich 
nicht erwarten, dass mein Suchen hierbei ttberall zum Finden des 
Richtigen geftlhrt hat ; ich hoffe aber, dass verlautete Irrthtimer 
zu gelegentlicher Aussprache des Richtigen Veranlassung geben 
werden. 

Nach dem .Vorbemerkten ist es unndthig hervorzuheben, 
was von meiner Seite eigenes dem vorgefundenen Material hin- 
zugefUgt worden ist. Es bleibt mir nur tlbrig, die Gttte meines 
gelehrten Freundes Borchardt dankbar zu rtlhmen, der durch 
mancherlei Anweisung mich bei meiner Arbeit wirksam unter- 
sttttzt hat. 

1857. 



Vorrede zur fanften Auf lage. 



Die fttnfte Auflage dieses Ruches hat an vielen Stellen, 
namenlHch §§. 2t, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 17 Verbesserungen und 
Zusalze erhalten, die ich den Freunden meines Ruches zu geneig- 
ter Reachtung zu empfehlen mir erlaube. Zur besondern Zierde 
gereichen der neuen Auflage die Reitrage, welche ich meinem 
verehrten Freund Kronecker verdanke : die Subdeterminanten- 
formel §. 7, 4 und deren Verwendung zur JACoei'schen Trans- 
formation einer bilinearen Form §. 14, 11; das Theorem tiber 
symmetrische Functionen §. 10, 21 und seine Verwendung bei 
der RosENHAiN'schen interpolatorischen Resultante §. 11, 17; der 
Zusatz §. 13? 15 und der Reweis §. 14, 13, V; und am Schluss 
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das algebraische Problem, unter den posiliven ternUren qua- 
dratischen Formen, welche gewissen Bedingungen gentlgen, die 
Form mit grOsster Delerminante zu bestimmen. Die correete 
Herslellung des Druckes ist von Herrn Dr. P. Weinmeistbr in 
Leipzig mijt grosser Sorgfalt tlberwacbt worden, wofttr ich dem- 
selben zugleicb im Namen der Yerlagshandlung meinen beslen 
Dank aussprecbe. 
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Erster Abschnitt. 
Theorie der Determinanten. 



§. 1. Eintheilung der Permutationen gegebener Elemente 
in zwei Classen. 

1. Die Elemente einer Complexion, aus welcher Permutatio- 
nen abgeleitet werden soUen, werden durch Ordnungszahlen un- 
terschieden. Ein Element heisst hOher als ein anderes, wenn 
es die grOssere Ordnungszahl hat. Bei einer abgeleiteten Com- 
plexion vergleicht man jedes Element mit alien folgenden und 
z^hlt, wievielmal einem hohern Elemente ein niederes nachsteht ; 
die gefundene Anzahl heisst dieAnzahl der Inversionen (deran- 
gements, variations), welche die Complexion enthalt*), z. B. die 
Permutation a2a^a^a^ enthalt 4 Inversionen : ajOj , 04^3 , a^a^ ^a^a^. 

Die Permutationen gegebener Elemente sind von Cramer in 
zwei Classen gelheilt worden, deren erste die Permutationen um- 
fasst, in welchen eine gerade Anzahl von Inversionen vorhan- 
den ist, deren zweite die Permutationen mit ungerader Anzahl 
von Inversionen enthalt. 

2. Lehrsatz. Wenn in einer Permutation ein Ele- 
ment mit einem andern vertauscht wird, wahrend 
die llbrigen Elemente ihre Platze behalten, so an- 
dert sich die Anzahl der vorhandenen Inversionen 
um eine ungerade Zahl**). 

Beweifl. Wenn ein Element mit einem Nachbar vertauscht 



*) Cramer Analyse des lignes courbes, 1750. Appendix p. 658. 
**) DieserSatz wurde zurUnterscheidung der Permutationen vonBizouT 
aufgestellt (Hist, de I'acad. de Paris 1764 p. 292) und von Laplace bewie- 
sen in derselben Sammlung 4772, II p. 294, eiDfacher von Mollweide de- 
monstratio eliminationis Cramerianae, Leipzig 4811 § 9 und von GERGON^E 
Ann. de Math. 4 p. 150. 

Baltzer, Determ. 5. Aufl. \ 



2 §.1,2. 

wird, so andert sich die Anzahl der vorhandenen Inversionen um 
1 . Um das Element g mit dem durch Ic rechts folgende Elemente 
gelrennten Element h zu verlauschen, kann man zuerst g mit 
dem rechlen Nachbar (fc-4- 1)mal, dann h mit dem linken Nach- 
bar fcmal vertauschen. Dabei andert sich die Anzahl der vorhan- 
denen Inversionen (2fc -4- 1)mal um 1, und wird ungeradmal aus 
einer geraden Zahl eine ungerade, aus einer ungeraden eine ge- 
rade Zahl. Also andert sich bei derVerlauschung von g und h die 
Anzahl der Inversionen um eine ungerade Zahl.- 

3. Durch Vertauschung von jedesmal 2 Elementen kOnnen 
nach und nach alle Permulalionen einer gegebenen Complexion 
dargestellt werden*). Die in dieser Reihe der Permutationen an- 
zutreifenden Inversionen sind abwechselnd von gerader und von 
ungerader Anzahl (21) . Da die Anzahl aller Permutationen gerade 
ist, so giebt es ebensoviel (gerade) Permutationen der einen Glasse, 
in denen eine gerade Anzahl Inversionen vorhanden ist, als (unge- 
rade) Permutationen der andern Classe, welche eine ungerade An- 
zahl Inversionen enthalten. Die einen lassen sich durch eine ge- 
rade, die andern durch eine ungerade Anzahl Vertauschungen von 
jedesmal 2 Elementen aus der gegebenen Complexion ableiten. 

Zwei Permutationen gehOren in dieselbe Classe, wenn eine 
aus der andern oder beide aus einer dritten durch eine gerade 
Anzahl Vertauschungen von jedesmal 21 Elementen sich ableiten 
lassen. 

4. Analytischer Beweis des Lehrflatzea (2t)**). Zur Unter- 
scheidung der Permutationen bilde man bei jeder derselben die 
Diiferenzen der den Elementen zugehOrigen Ordnungszahlen, in- 
dem man die Ordnungszahl jedes Elements von der jedes folgen- 
den Elements subtrahirt. Eine Permutation enthalt soviel In- 
versionen, als unter den erwahnten Diiferenzen negative vor- 
kommen (1). 

Das Product dieser Differenzen ist eine alter- 
nirende Function der Ordnungszahlen***), welche 

*) Vergl. Galiknkamp Elem. d. Math. 4850 §. 410 und des Verf. Elem. 
d. Math. 2tes Buch §. 24. 

**) Jacobi Determ. 2 (Crelle J. 22 no. 44). 

***) Fonction altern6e nach Cauchy J. de I'^c. polyt. Cah. 4 7. p. 30, 
Analyse alg^br. Ill, 2. — Functio alternans nach Jacobi Grelle J. 22 p. 360. 
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durch Vertauschung von 2 Ordnungszahlen den ent- 
gegengesetzten Werth erhalt. 

Beweis. Nach der Vertauschung von zwei Ordnungszahlen 
haben die einzelnen Diflferenzen in veriinderter Ordnung diesel- 
ben absoluten Werthe wie vorher, also behalt ihr Product seinen 
absoluten Werth. Versteht man unter i und k zwei bestimmte, 
unter r und s zwei beliebige andere Ordnungszahlen; unter 

n{r-i)(r^k), n{r^s) 
die Producte aller Factoren, deren allgemeine Formeln 

(r-i){r-k), r-8 
sind, bezeichnel man endlich eine der Einheiten 1 oder — \ durch 
€j SO wird das Product der bei einer gegebenen Permutation zu 
biidenden Differenzen durch 

€{k-i) n{r^i){r-k) n{r—8) 
ausgedrttckt. Wird nun t mit k vertauscht, so bleiben 

n{r—i){r—k) und n(r— «) 
unverandert, und k — i erhalt den entgegengesetz ten Werth. Also 
bekommt das Product den entgegengesetz ten Werth, w. z, b. w. 

Da durch Vertauschung von 21 Elementen der Permutation 
das in Betracht gezogene Product einen Zeichenwechsel erleidet, 
so sindert sich zugleich die Anzahl der negativen Differenzen, rait- 
hin die Anzahl der vorhandenen Inversionen, um eine ungerade 
Zahl, wie oben bewiesen worden. 

5. Die Vertauschung der Elemente einer Complexion heisst 
cyclisch, wenn jedes Element durch das folgende, das letzte 
Element durch das erste ersetzt wird. 

Durch eine cyclische Vertauschung aller Ele- 
mente erhalt man aus einer gegebenen Permutation 
eine Permutation derselben oder nicht derselben 
Glasse, je nachdem die Anzahl der Elemente unge- 
rade oder gerade ist. Denn die cyclische Vertauschung von 
n Elementen lasst sich durch Vertauschung des ersten Elements 
mit dem zweiten, dritten u. s. f., also durch n — \ Vertauschun- 
gen von jedesmal 2 Elementen erreichen. 

Aus einer gegebenen Permutation kann jede an- 
dere durch cyclische Vertauschung einzelner Grup- 
pen von Elementen abgeleitet werden. Sind z. B. 

4* 



4 §.1,5. 

7 2 5 4 3 8 1.69 

die Ordnungszahlen der Elemente in der gegebenen Permutation, 

und 

293874156 

die Ordnungszahlen der Elemente in der abzuleitenden Permu- 
tation, so beginne man mit dem ersten umzustellenden Element 
der gegebenen Permutation, und ersetze der Reihe nach 7 durch 
2, 2 durch 9, 9 durch 6, 6 durch 5, 5 durch 3, endlich 3 durch 
das Anfangs ausgestossene Element 7. Dadurch ist eine Gruppe 
von Elementen abgeschlossen und deren Placirung voUendet 
(293 . 7 . . 56) . Hierauf ersetze man aus der Reihe der noch 
tibrigen Elemente 4 durch 8, 8 durch 4, womit die cyclische Ver- 
tauschung einer zweiten Gruppe von Elementen sich schliesst. 
Das noch tibrige Element 1 ist durch ein anderes nicht zu er- 
setzen. Demnach ist durch 2 partiale cyclische Vertauschungen 
aus der ersten Permutation die zweite abgeleitet. 

Wenn man jedes der Elemente, welches bei der eben be- 
schriebenen Ableitung einer Permutation aus einer andern durch 
sich selbst zu ersetzen ist, als eine besondere Gruppe mitzahlt, 
so gilt die Regel: 

Zwei Permutationen gehOren in dieselbe Glasse 
oder nicht, je nachdem die Differenz der Anzahl 
ihrer Elemente und der Anzahl der Gruppen, durch 
deren cyclische Vertauschung aus der einen Permu- 
tation die andre abgeleitet werden kann, gerade 
ist oder ungerade*). Bestehen namlich die gegebenen Per- 
mutationen aus n Elementen, lUsst sich aus der ersten die zweite 
dadurch ableiten, dass man die Elemente in p Gruppen von a^ , 
ttj, «3j . . Elementen vertheilt, und die einzelnen Gruppen durch 
cyclische Vertauschungen umbildet, so konnen die vorzunehmen- 
den cyclischen Vertauschungen durch 

(ai-1) + («2— 1) + (as— + . . 
Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen bewirkt werden. 
Nun ist 

«! + «2 + OfS + • • =* W 



*) Caucht 4845 J. de I'^c. polyt. Cah. M p. 42. Anal. alg6br. Note 4. 
Vergl. Jacobi I>et. 3. 



§. 2, 2. 5 

also kann die zweite Permutation aus der ersten durch n — p 
Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet werden. 

Um die Elemente der ersten Gruppe an ihre neuen Platze 
zu bringen, sind nicht weniger als a^ — \ Vertauschungen von 
jedesmal 2 Elementen erforderlich u. s. f., daher kann eine der 
gegebenen Permutationen aus der andern nicht durch weniger 
als n — p Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet 
werden. In dem obigen Beispiel ist p = 3, n — p = 6, folglich 
gehdren die gegebenen Permutationen derselben Glasse an. 

§. 2. Determinante eines Systems von n^ Elementen. 

1. Wenn m Zeilen (Horizontalreihen, lignes) von je n Ele- 
menten, oder von der andern Seite betrachtet n Golonnen 
(Verticalreihen) von je m Elementen zu unterscheiden sind, so 
werden die Elemente im Allgemeinen zweckmSssig durch 2 Num- 
mern (indices,- suffixe) bezeichnet, deren erste die Zeile, deren 
zweite die Golonne des Elements angiebt*), z. B. 

an ai2 • • «in 

«21 «22 • • ^2n 
<*mt ^m2 • • ^mn 

Das Element o^^, dessen Zeilen -Nummer i und dessen Go- 
lonnen- Nummer k ist, wird auch durch cr/^ oder {ik) be- 
zeichnet. Das System heissf defectiv, wenn m <C n, excessiv, 
wenn w > n. W^enn m = n, so heisst die Reihe der Elemente 
vom ersten zum letzten 

«11 ^22 . . <^nn 

die Diagonalreihe des Quadrats der Elemente. 

2. I. Definition. Unter der Determinante des Systems 
von n2 Elementen, welche in bestimmter Ordnung in n Rei- 
hen von je w Elementen gegeben sind, versteht man ein bestimm- 
tes Aggregat aller Producte von je n solchen Elementen, deren 



*) Diese topographische Bezeichnung ist zuerst von Leibt^iz angewandt 
werden. S. dessen Brief an L'H6pital 4693 April 28 und Acta Erud. 4700 
p. 200 (Leibniz math. Schriften herausgeg. von Gerhardt II p. 239, V p. 348). 
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nicht zwei einer Zeile oder einer Golonne angehoren. Wennfgh . . 
eine Permutation der Golonnen-Nummern 1 . . n ist , die eine 
gerade oder eine ungerade Menge von Inversionen enthalt (§. 1,3), 
und wenn demgemass s die positive oder die negative Einheit 
bedeutet, so ist das Product der n Elemente 

ein Glied der Determinante R. Alle Glieder von R werden 
gebildet, indem man ftlr fgh,. alle Permutationen der Golon- 
nen-Nummern setzt, und bei jeder Permutation a bestimmt; 
dann ist 

B == S saif a2g a^h • • 

Insbesondere ist das Product der diagonalen Elemente «ii..fl'nn 
ein Glied von R, das Anfangsglied der Determinante. 

II. Wenn aa^fa^g ^3^ . . ein Glied von R ist, so ist auch 

— f aig a2f a^h oder —ea2f a^g a^h • . 
ein Glied von i?, weil gfh . . und fgh , , Permutationen nicht 
einer Glasse sind. Daher kOnnen alle Glieder von R auch da- 
durch gebildet werden, dass man bei festen Golonnen-Nummern 
fgh . . ftlr die Zeilen-Nummern 1 . . n alle Permutationen der 
letztern setzt. Wenn nun fgh , . und rst . . Permutationen von 
1 . . n einer Glasse oder nicht einer Glasse sind , und wenn 
demgemass \ oder — 1 ftlr £ gesetzt wird, so ist 

ein Glied der Determinante. 

Wenn alle n^ Elemente mit bestimmten Potenzen einer ge- 
gebenen Zahl multiplicirt werden, a^^ mit p*"~*, so bleibt jedes 
Glied der Determinante unverSndert (Furstenau Borchardt J. 89 
p. 88). Denn ^Off^^gg^th •• ^^^^ multiplicirt mit einer Potenz 
von jp, deren Exponent 

r—f + s—g 4- t—h + . . == 
in Betracht dass 

r4-S + ^4-..= 14-2 + 3 + . .=/' + 5r + A + .. 

III. Die Determinante eines Quadrats von n^ Elementen 
ist eine Form wten Grades der Elemente, und heisst desshalb 
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nten Grades. Sie hat «! = 1.2... n Glieder, welche zur 
Halfte £ = 1 , zur andern Halfte £ = — 1 haben (§. 4,3), unter 
denen gleiche oder entgegengeselzt gleiche nichl vorkommen, so 
lange nicht besondere Beziehungen zwischen den einzelnen Ele- 
menten slattfinden. Man bezeichnet die Determinante nach Cauchy 
(und Jacobi) durch das mil dem Doppelzeichen +^ unter ein 
Summenzeichen gesetzte Anfangsglied , oder nach Vandermonde 
durch Aufstellung der Reihe der ersten Nummern, welche zur 
Unterscheidung der Elemente dienen, tlber der Reihe der zweiten 
Nummern, oder nach Gayley durch Einschliessung des Quadrats 
der Elemente zwischen Golonnenstriche*): 



On 


Ol2 . 


. rti„ 


021 


022 . 


• «2n 


Onl 


On2 . 


• Ofin 



Beispiele. 



a= 2 ^a^i O22 



a h 



1 I 2 I . . I w 



lf2| 



w ^ n 2 . . «\ 



= a&i — «!& 





a 6 


c 




Oi &i Ci 




aa &2 <J2 


a h e d 




ai &i <?i dy 
02 ^2 ^2 ^2 


= 


03 h C3 (?3 





= abiC2 — ab2Ci + aib2C — a^bc2 + a2^^i — 0^2^!^ 

a&iC2(?3 — tf&iC3(?2 + «62^3<^l — <»62^1<^3+ O&sCiC?^ — (ib^C2di 

-ai&C2(?3 +ai6c3(72 +0162^^3"" c^ib2C^d — aibicd2 + O1&3C2C? 

• a22>c7](?3 — ajbc^dx — a2bicd^ + a2^iC3^ + 022>3C J^ — a2b^c^d 

— a3&Ci(?2 + a3&C2rfi + «3&icrf2 — <Jtz^iC2d — a^b2cdi-^ a^b^Cxd 



*) Cauchy J. de I'^cole polyt. Cah. 47 p. 52. Jacobi Det 4 und Crelle 
J. 4 5 p. 4 45. Vandermo^^de M6m. sur rdimination 4774 (Hist, de Tacad. 
de Parfs 4772, 11 p. 547). Cayley Cambridge math. J. 4844 t. 2 p. 267. 
Die Determinanten sind von Leibmz (1. c.) erfunden worden, der mit 
Hiilfe derselben die Resultante von n linearen Gleichungen fiir n — 4 Un- 
bekannte, sowie die Resultante von 2 algebraischen Gleichungen fiir eine 
Unbekannte darzustellen suchte. Als zweiter Erfinder der Determinanten 
ist Cramer (vergl. §. 4, 4) zu nennen. Die von Cauchy eingefUhrte Be- 
nennung Determinante ist von den nach dem obigen Gesetz gebildeten 
Aggregaten hergenommen', welche Gauss (Disquis. arithm.) Determinanten 
der quadratischen Formen genannt hat. Spater hat Cauchy (Exerc. de 
Math., Exerc. d' Analyse) den Namen Determinante wieder mit fonction 
alternee und mit dem von Laplace (vergl. §.4,2) gebrauchten Ausdruck 
Resultante vertauscht. 
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3. I. Zwei Quadrate der Art, dass die Zeilen des 
einen mit den Golonnen des andern ttbereinstimmen, 

Oil «12 • . <»ln <»ll <»2i . • «nl 

<*21 «22 • • <hn <*12 <»22 • • <*»2 



^n\ <*«2 • • <*nn ^in <*2n • • ^nn 

haben dieselbe Determinante -^ +. «ii ^22 •• ^nn- Denn 
das Glied ^c^fr^gs^ht •• ^^^ Determinante des einen Quadrats 
ist ein Glied desselben Zeichens der Determinante des andern 
Quadrats (2). 

II. Wenn im Quadrat der Elemente zwei parallele 
Reihen vertauscht werden, so wechselt die Determi- 
nante das Zeichen*). Es sei 

On ai2 <»18 
O2I O22 ^28 
O3I O32 O33 



R 



2 ea^f a^g a^h . . 



und nachVertauschung der erstenZeile des Systems mit der zweitea 



R'^ 



021 
On 
(hi 



O22 
a, 2 
O32 



O23 

«13 

O33 



= 2; caa/ Oiy OsA . . 



Ein Glied von R' ist — ea^g ^tfOzh • • ? ^^so hat man 

-R'= —Ssaif (hg (hh •' '=^ —^ 
Ebenso bei Vertauschung von Golonnen. 

III. Wenn zwei parallele Reihen des Quadrats 
ttbereinstimmen, so ist die Determinante des Qua- 
drats identisch null. Denn man hat sowohl R = — R'^ als 
auch R = R\ also i? = fttr alle Werthe der Elemente. 



On 



Oni 



Ojii 



012 


On Oi3 . 


• Oin 




O22 . 


. a^n «2i 


«22 


O21 O23 . 


. Ojn 




- . ■ . 


. . 


• 


. 


. . 




0«2 . 


• o„„ a„, 


«n2 


Onl 0„3 . 


• (^nn 




O12 . 


. a,n an 



*) Vandbrmondb 1. c. p. 518 u. 522. Laplace Hist, de Tacad. de Paris 
1772, lip. 297. 
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= (-1) 



«12 . 
«22 . 

a„2 . 



«1H «11 
«2n «21 



= (-1) 



2 



O21 ^22 • • ^2n 
«21 <*22 • • «2n 
O31 <»32 • • «3n 



«ln fl»,n- 



^nn <*«.«— 1 



«11 



«nl 



Ueberhaupt: wenn ikl , , und rst , 
von 123 . . bedeuten, so isl 



= 



gegebene Permutationen 



^ir <^i8 <^u 
(*kr «k» «fc« 
«?r «ia «?e 



«11 O12 «I3 
O21 ^22 O23 
031 032 033 



art «rfc «W 
««• ««k ^8l 
<^H «<fc «« 



WO B die positive oder die negative Einheit bedeutet, je nachdem 
die gegebenen Permutationen einer Glasse angehOren oder nieht. 

4. Wenn Wan von dem System der n^ Elemente m Zeilen 
auswahlt und von diesen ebensoviel Golonnen, so erhalt man ein 
partiales System von jn^ Elementen, dessen Determinante eine 
Subdeterminante mten Grades des gegebenen Systems 

heisst*). Es giebt f ** | Subdeterminanten Twten Grades einer 

Zeilen-Gombination, \) des Systems, und ebensoviel Subdeter- 
minanten [n — 7?2)ten Grades. Demnach kommen bei dem gegebe- 
nen System in Pelracht ausser der Determinante nten Grades 
n^ Subdeterminanten (w — 1)ten Grades 

yS) Subdeterminanten (n — 2) ten Grades 

u. s. w. Die Subdeterminanten Iten Grades sind die einzelnen 
Elemente. 

Nachdem man die Gombinationen witen Grades der Zeilen- 
Nummern und der Colonnen-Nummern beliebig durch die Zahlen 



*) D6t. d'un syst^me d6riv6 bei Gauchy J. de I'^c. polyt. Cah. 17 
p. 96, partiale Determinante, Unterdeterminante bei den deut^ 
schen, minor determinant bei den englischen Mathematikern. 



10 §. 2, 4. 

1 bis ^£ = I I nummerirl hat , bezeichne man durch p^j^ die 

Delerminante des partialen Systems, dessen Elemente der iten 
Zeilen-Gombination und der fclen Colonnen-Gombination ange- 
hOren. Dann ist 

P\\ . . P\t, 

Pfil • • Puti' 

das System der Subdeterminanten 7»ten Grades, welche 
zu dera gegebenen System von Elementen gehOren. Z. B. n = 4, 
w = 2, 



1 
6, 12 


2 

13 


8 

14 


4 ft 

23 24 


6 
34 


i?25 = 


«12 

032 


ai4 

«34 


u. s. w. 





5. Zwei Subdeterminanten eines Systems von n^ Elementen, 
deren Grade sich zu n erg^nzen, 

heissen adjungirt, eine die Adjuncte der andern, 
adj S±a„f apg . . = f ^ + a^j a„^ . . 

wenn das Product ^cLcLf^Bg •• ^gt^ou •• ^^^ Glied der Deter- 
minante -5" + a^ ^ . . a^^ ist (2) . Insbesondere sind ein Element 
und eine bestimmte Subdeterminante (n — 1) ten Grades adjungirt, 
die Adjuncte des Elements a^]^ wird durch a^j^ bezeichnet*) . In 
dem System 



sind adjungirt 



«51 • • «55 

H + a22 ct'iz <*44 C'bb und <*ii 
2 + 033 <*44 %5 und -^ + an a22 



*) Cauchy 1. c. p. 64 hat diese Benennung aus der Theorie der qua- 
dratischen Formen (Gauss Disq. arithm. 267) aufgenommen und adjungirte 
Subdeterminanten complementar genannt. 
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\\ 







Oil 


0,2 


Ol5 


Ol3 


^34 und ^34 = 


Oil 
041 


022 
041 


O25 
O45 


O23 

O43 






051 


O52 


O55 


O53 


aj5 ^12 

«35 «32 


und 


021 
041 
051 


O23 
O43 
053 


O24 
O41 
O54 



weil 3|1245 und 4|1253, 13|245 und 52|434 Permutationen der- 
selben Classe der Reihen-Nunimern des Systems sind. 

In dem System 
a ay a2 
b bi 62 

C Ci C2 

Die Elemente a^ , b haben dieselben Adjunct en, wie in den Sy- 
steraen mit derselben Determinante (3) 



namlich 



a Oi a2 




b b, 62 


hat a die Adjuncte 


C <?! C2 





Ol 


a2 


a 


b 61 62 


h 


&2 


b 


C C, C2 


Cl 


02 


c 


a cFx 02 



62 

C2 



C\ C2 

a, a2 



dem System 






ai as 03 
6 61 62 &3 

C Cl C2 <?3 
rf rf 1 (?2 <^3 * 


hat a die Adjuncte 


61 62 &3 
C, C2 <?3 
dl ^2 ^'3 



Die Elemente Oj, 6 haben die entgegengesetzt gleichenAdjuncten, 
wie in den Systemen mit entgegengesetzt gleicher Determinante (3) 



Ol 


02 


O3 


a 


&1 


62 


h 


b 


Cl 


<?2 


Cz 


c 


d, 


C?2 


dz 


d 



namlich 



&2 ^3 



b 

C3 c 
do d 



b 


h 


*2 


&3 


c 


Ci 


C'2 


Cz 


d 


d, 


rf2 


d. 


a 


Ol 


O2 


O3 




Cl 


^2 


<?3 


- 


dy 


^2 


^3 




Oi 


02 


O3 
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Adjungirte Systeme sind 

«ll • • «ln «!l . . ffin 

wenn a^j^ die Adjuncte des Elements a'^^ bedeutet; ferner 

Pi\ • • Piu S'li • 9^1 .« 

^/ui . . Pfifi 2fji ' • g'/iju 

wenn /j^^j. und ^^^-jj. adjungirte Subdeterminanten des Systems 

a„l . . ttnn 

6. Das Product der adjungirten Subdeterminanten witen und 
(n — wjten Grades 

^^±<^af(^fig''^± Oft Cou . . 

hat m\{n — m) ! Glieder, welche Glieder der Determinante 

B = 2 + an . . a«« 
sind. Das Anfangsglied des Products 

s Oaf a fig . . a^t (ton . . 

ist ein Glied von R (5) . Die Glieder — a of a^g . . und a^^ a^^ . . der 
beiden Subdeterminanten geben das Glied — b a of a^g . . a^^ a^^ . . 
des Products, ein Glied von 2?, weil ^a . , qo . . und a^ ..qo .. 
Permutationen nicht derselben Glasse der Zeilen-Nummern des 
Systems sind. U. s. w. 

Daher sind die Glieder von E, welche die Elemente a^^, 
aog , . . enthalten, in der Formel 

V «i?p • • f ^ ± «^* ^oM . . = <^af aftg , . X adj 2 + Oaf afig . . 

vereinigt. Die Glieder von -2" +^ a^j . . ^55, welche das Element 
034 enthalten, werden durch 

<hi a34 = «34 ^± «11 «22 «45 ^53 

ausgedrtlckt (5). Die Glieder, welche a^^, a^2 enthalten, werden 
durch 

^15 <*32 -^ i O21 <*43 %4 



§. 3, 2. 13 

ausgedrtlckl ; die Glieder, welche a, 2, ^35 enlhalten, werden 
durch 

— «12 «35 -^i <*21 ^A3 <»54 = <*12 «35 -^ ± «23 <^4l <^Si 

ausgedrtlckt. U. s. w. 

§. 3. Entmckelung der Determinante nach den in einer 
Eeihe stehenden Elementen. 

1. Aus zwei gegebenen Systemen 

a^i . . a2n &21 • • Kn 

wird ein driltes System 

ail &II + «12 &12 + . • + »ln ^in «11 ^21 + «12 622 + .. + «!»» ^2n • • • 
«2l 2>ti + O22 ^12 + . . + «2« 2>i„ a2i &21 + «22 h^ + • • + a2n *2» • • • 

coinponirt (durch Composition ihrer Zeilen formirt), indem man 
die Klemente je einer Zeile des ersten Systems mit den Ele- 
menten je einer Zeile des andern Systems der Reihe nach mul- 
tiplicirt und durch Addition der Producte je ein Element des 
componirten Systems bildet. Die Elemente des componirten Sy- 
stems sind bilineare Formen der Elemente a und der Elemente 
b. Z. B. aus den Systemen 

a b c X y \ 

a' y c' x' / t 

wird das System componirt 

ax -^ by -k- c aa?'+ by^ + c 

a'x + b'y + c' a'i»'+ 6 y'+ ^' 

2. Wenn R = -5" + o^, .. a^^ und a^j^ die Adjuncte des 
Elements a^j^ ist, wenn demnach 

<*nl • • «»in ttnl • • ^nn 

adjungirte Systeme sind (§. 2, 5), so findet man durch Compo- 
sition einer Zeile (Colonne) des einen Systems mit einer Zeile 
(Colonne) des andern Systems entweder R oder 0, je nachdem 
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man Reihen derselben Nummer oder nichl derselben componirt. 
Die Determinanle isl eine lineare Form der Element e einerReihe*) . 

Beweis. Die Glieder der Determinante enthalten je eines der 
Elemente a^^, cr,-^, .. einer Zeile, sowie je eines der Elemente 
^ikj ^2Jc^ • • einer Golonne. Die Glieder der Determinante, welche 
das Element a^j^ enthalten, werden durch ^ij^oi^']^ ausgedrtlckt 
(§. 2, 6). Also umfasst die Summe 

«ti «»! + .. + <*in «in Oder aifc a,fc 4- . . + a^k «nfc 
alle Glieder von i2, jedes einfach. Demnach ist 

Ofci a»i -4- . . + «fcn «in oder a^ ttifc + . . + a^i a„jk 
die Determinante des Systems, welches aiis dem gegebenen da- 
durch abgeleitet wird, dass man die Elemente a^^ , a^2 j • • durch 
^ifcn ^kiy •• ^d®"* d^® Elemente a^j^, a^j^^ . . durch Wj,-, aj;, . . 
ersetzt. Die Zeilen (Golonnen) dieses Systems sind nicht alle von 
einander verschieden, also ist die Determinante dieses Systems 
null (§.2,3). 

Man schreibt abktlrzend 

r r 

wo f, k bestimmte Zeilen -Nummern oder bestimmte Colonnen- 
Nummern bedeuten, und ftlr r alle Golonnen -Nummern oder 
alle Zeilen-Nummern gesetzt werden. Dabei ist d^j^ == oder 
1, je nachdem k und i verschieden oder gleich sind, und \a^j^\ 
die Determinante R. Kronecker Crelle J. 72 p. 152. 

Beispiele. Wenn die Systeme 

c Ci C2 Y Yi Y2 

adjungirt sind, wenn R die Determinante des ersten Systems, 
a die Adjuncte des Elements «, u. s. w. 





«i == 


62 b 
C2 c 


aj ^ 


b bi 

C Cx 


C, €2 

aj aa 


• ft== 


C2 c 
a2 a 


ft'« 


C Ci 



*) Cramer 1. c. Lagrange Pyi-am.7(M6m. de Berlin 4773). Gadchy I.e. 
p. 66. Jacobi Det. 6. 
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ai a2 




02 ^ 




a a, 


hh 


Yi = 


&2 b 


Y2 « 


ft 6i 



so findel man 

aa 4- ajcti + a2a2 ^ -B 

6a + &iffi + ft2<'s *■ ^ 

ca 4- CiCfi + cr2a2 '^ 



aa + 6^ + cy == -K 
«!« + ^iP 4- Ciy = 
a^a + 62/^ + 02/ = 



u. s. w. Zur Ausrechnung der Determinante gentlgt eine Zeile 
(Colonne) der Adjuncten. 



a ai 02 03 

b bi &2 63 

C <?i C2 C3 

d di d2 d^ 





.61 *2 h 




6263* 




63^ &i 


= a 


Ci C2 (?3 


— ai 


C2 C3 C 


+ a2 


C3 c Ci 




(?i (^2 ''a 




c^ac^d^ 




c?3 d di 



\b 61 62 

-03 C (?! C2 
I (2 dfi (^2 



3. Wenn alle Elemente einer Reihe des gegebenen Systems 
null sind, so isl die Determinante des Systems null. Wenn 
unter den Elementen einer Reihe nur eines nicht null ist, so 
ist die Determinante das Product dieses Elements mit seiner 
Adjuncte; die ttbrigen Glieder der Determinante fallen weg. 





a 





^ 1 

-J 


6' 


6" 






b 


6' b" = a 


c' c'' 






G 


e c 


a ai a^ 


03 




b 61 62 


h 




a flfi as 






« (-1)^C2 


b b, 63 


C2 







d d. d'. 


d d. 


(?2 


^3 











Rei der Vertauschung der 3ten Zeile des Systems mit den vorher- 
gehenden Zeil'en und der 3ten Colonne mit den vorhergehenden 
wechselt die Determinante 4mal das Zeichen. In dem System 



ist adj C2 — 



a 


ax «2 «3 




b 



bi 62 63 
1 


« 


d 


di d2 d^ 





a ai a2 Oz 
b bx 62 63 

' C Ci C2 C3 

d di (^2 ^3 

Wenn alle Elemente einerseits der Diagonale null sind, so 
bleibt nur das Anfangsglied der Determinante ttbrig. 

«11 «12 «13 



a ai 03 

& &i 63 

C Ci 1 C3 

(2 (^1 c^ 



«22 ^23 
023 



^ 011 



022 ^23 
033 



01 1 022 033 
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Umgekehrl: Wenn dem gegebenen System der Rand 

10 0. Oder 1 a? y . oder . oder 

X y 

y 



X 
00 1 




x\ 



zugesetzt wird, so bleibt seine Determinanle unveranderi. Eine 
Determinante nten Grades kann als Determinante (n+1)ten 
Grades mil n beliebigen Elementen dargestellt werden. 



a a 
b y , 



1 X y 
a a^ 
& &' 



4. Um eine Determinante mit einem Factor zu multipliciren, 
hat man alleElemente einerReihe mil demselben zu multipliciren. 
Den gemeinschaftlichen Factor aller Elemente einer Reihe kann 
man vor die Determinante setzen. 

pa pb pc I 
^1 ^1 ^1 

*2 ^2 ^2 

Diess ergiebt sich, wenn die Determinante unter der Form 
aa + fljaj + a2a2 oder aa + 5^ + cy vorgestellt wird. Ferner ist 

a b c \ b c 

a b\ Ci = a 1 &i Cj 
a 62 ^2 1 . &2 ^2 



a b c 




«1 &1 Ci 


= 


aa &2 C2 





pa b c 




pai 61 c, 


— 


pa2 &2 Ci 





a b 



— a b 



a b c 




a b ci 


= ah 


a b C2 





1 1 
1 1 
1 1 



c 

C2 I 



« 0, 



a pa ^2 
& j?6 62 

c ^C C2 



= 



Wenn die Elemente einer Golonne (Zeile) des Systems sich zu 
einander verhalten, wie die Elemente einer andern Golonne 
(Zeile) ^ so ist die Determinante identisch null. 

Man findet 



1 


a 


a' 


a3 




bed 


1 


a 


a2 


1 


b 


63 


63 




acd 


I 


b 


62 


1 


c 


c2 


C3 




abd 


1 


c 


c2 


1 


d 


d'2 


(f3 




abc 


1 


d 


^2 



^ 3, 5. 



\f 






a 


b c 




a 
h 



c 


c h 
a 


= 


c 


h 


a 





indem man die erste Colonne mit abed multiplicirt, und die 
Zeilen durch a, 6, c, d dividirl; 

111 

1 C2 J2 

1 c2 a2 

1 62 flj2 

indem man die 3 letzten Zeilen mit abc multiplicirt, und dann 
die erste Colonne durch abc^ die 2!te, 3te, 4te Zeile und Co- 
lonne durch a^ bj c dividirt. 

5. Wenn in einem System von n^ Elementen die Elemente, 
welche symmetrisch zur Diagonale stehn, z. B. a^j^ und aj^ gleich 
sind oder entgegengesetzt gleich oder conjugirt complex, so haben 
die Determinanten wten Grades von Systemen der Art, dass die 
Zeilen- und die Colonnen-Nummern des einen mit den Colonnen- 
und den Zeilen-Nummern des andern tlbereinstimmen, 



P =- 






Q = 



"'ga 



affi 



unter einander einen einfachen Zusammenhang, z. B. die Ad- 
juncte von a^j^ und die Adjuncte von aj^^, 

* I. Wenn aj^i = a^-;^., so ist 



P = 



^ga 






afa af^ 



^ga 



- Q 



(§. 2, 3). Insbesondere haben in diesem System, welches sym- 
metrisch genannt wird, a^^j. und a^^- dieselbe Adjuncte. 
II. Wenn aj^ = — a^j^ und a^^ = 0, so ist 



P = 



^ga 



— ^fa 



-afp -^ag^ 



(-irQ 



Bei geradem m ist P =^ Q, Bei ungeradem n haben in die- 
sem System, welches nach Cayley Crelle J. 32 p. 119 gauche, 
skew, gobbo genannt wird, a^j^ und a^ dieselbe Adjuncte. Bei 
ungeradem m ist P = — Q, bei geradem n haben a^^j. und a^ 
entgegengesetzt gleiche Adjuncten. 

Baltzer, Determ. 5. Anfl. 2 
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Wenn fg., eine Permutation von a/?., ist, so hat man 

(§. 2, 3) 

Bei ungeradem m ist also P identisch null*). 

III. Wenn a^f^ und ay^ conjugirt complex sind, und a^^ real, 
so geht durch Vertauschung von y — 1 mit — "/^ — 1 die Deter- 
minante P tlber in Q d. h. P und G sind conjugirt complex. 
Bei derselben Vertauschung bleibt ^ + a^^ aoo . . unverandert, 
also ist diese Determinante real**). 



6. Wenn die Elemente einer Reihe Aggregate von m Glie- 
dern sind, so ist die Determinante das Aggregat von m Deter- 
minanten. Wenn z. B. a^^ = p^ + S'l + • • ? so ist 



B = 



l?i + g-i + 

i>2 + 22 + 



«12 
«22 



Pi «12 
P2 ^^22 



32 «22 



weil (2) 

i? = aa «!! + a2i aai 4- . . = Pi a^ 4- ji an + . . 

+ i>2 ^21 + 3^2 a2i + . • 

+ . . + . . 

Die einzelnen Determinanten , in welche R sich zerlegen lasst, 
entspringen aus i2, indem an die Stelle der Elemente 

On a2i . • «ni 
die Glieder derselben 

Pi P2 . . 

ffl 22 . • 

u. s. w. der Reihe nach gesetzt werden. Z. B. 

a -^ a ai a2 a a^ a2 a a\ a2 

6 + ft' 6i 62 = & 61 62 + ' fc' &i 2>2 

C + c' Cj C2 



a a' a" 
h h' &" 
c c c 



a a\ a2 
b 61 62 

C Cj C2 

a a a 
6' h 
c' c' 



a 

h' 

e' 

a' 

ft h' 

c c' 



"1 Ca 
a' 
b' 
e' 



*) Jacobi Crelle J. 2 p. 354. 
**) Hermite Comptes rendus t. 41 p. 181. Crelle J. 52 p. 40. 
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7. Der Werth einer Determinante wird nicht verandert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem belie- 
bigen gemeinsehaftlichen Factor multiplicirten Elemente einer 
parallelen Reihe addirt*) 



a -^pb b c 




a b c 




b b c 


«i + I>f>i h ci 


= 


«! bi Ci 


+ 1> 


bi bi Ci 


02 + i>2>2 h C2 




aa 62 C2 




62 &2 C2 



(vergl. 3. u. 2.), wovon die zweite Determinante identisch ver- 
sehwindet (§. 2, 4). 



Beispiele. 



aiX -¥■ biff + CiZ ai 61 Cj 



a^x + b^y + c^z a^ 64 C4 | 

Eine Colonne ist aus den andern componirt. 

1 X —a y — b \ X y \ 

1 Xi — a pi — b = 1 a?i yi 

1 X2— a y2 — b 1 a?2 y2 1 

la — a b — 61 lab 

1 X — a y — ^^ 1 ^ y 

1 Xi — a yi—b 1 1 a?i t/i 



X — a y — b 
Xi—a yi—b 



(vergl. 3) 



a — X a — X 
b — X b' — X 



1 X- 
1 a- 
1 b- 



a a 
b y 



abi — aib ab2 — 02^ 
aci — UiC ac2 — a2C 



- X X — X 

-X a' — X 
-X y — X 



1 1 

1 o a' 
1 b b' 



1 X X , 
1 a o' . 
\ b b' . 



a aa^ — a^a ac^ — <*2* 

= b abi — aib ab2 — O26 

I e aCi — ajC 0C2 — a2C 

a di 02 
b bx 62 

C Ci C2 



*) Jacobi Grelle J. 22 p. 374. 
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§.3. 


7 


1 «o «r 




1 1*0 «i . 


*) 


t*i I^X U2 — U^X . 


= 


X^U2ih . 





M2 — Wia; W3 — 1*2 a? , 



Die zweite Zeile wird transformirt , indem man die erste Zeile 
mit X multiplicirt addirt; die dritte Zeile wird transformirt, 
indem man die transformirte zweite Zeile mit x multiplicirt 
addirt; u. s. w. 

Wenn man in der Determinante nten Grades 



S = 



die nte Colonne mit a^_^ multiplicirt und dann von dieser Co- 
lonne die mit a^ multiplicirte vorhergehende Colonne subtrahirt ; 
wenn man auf dieselbe Weise die (n — 1)te, .. Colonne trans- 
formirt, so findet man 



«! . 


. a, 


&1 . 


. ^ 


Ci . 


• c. 



»1 



(»1 l»i«2 — <*2^1 
61 0162 — «2^1 
Ci ©1^2 — C»2^i 






und daher die Determinante (n — 1]ten Grades 



a2 



ai&2 — <*2^i 

^1^2 — <*2^1 






Wenn die Elemente ganze Zahlen sind, so kann die Deter- 
minante ohne Multiplication reducirt werden, indem man 
einzelne Reihen durch Verbindung mit parallelen Reihen trans- 
formirt, bis dass ein Element +1 geworden ist**). 



13 28 
9 5 
4 14 



o 

11 =- 
9 



1 —14 —22 
9 5 11 

4 14 9 



11 

=9 131 209 

4 70 97 



Von der Iten Zeile wurde die 3te Zeile 3fach subtrahirt, zur 



*) Jacobi Crelle J. 30 p. ^29. 
**) Vergl. Kroi^eckkr Berl. Monatsbericht 1866 p. 609. 
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2 ten und 3 ten Colonne wurde die Ite Colonne 14fach und 
2!2faeh addirt. 





1 


1 


1 




4 








—1 
-1 


— 1 

1 


1 
— 1 


- 






—2 

2 




1 


— 1 


— 1 







C 


) 


)et 


lermi 


aante 




a h c 


d 












bad 


c 












€ d a 


b 












d c 


h 


a 





— 1 



— 16 



ist durch a + ft + cH-d, a — b — c+d, a — fi + c — d, a + 6 — c — d 
theilbar, also auch durch das Product dieser Factoren. Der 
Quotient ist 1 . Weiteres hierzu Puchta Abh. der Wiener Acad. 
1878 p. 215. 

Unter der Voraussetzung 

ax -^ by -^ cz ^ k 
ax + b'y + cz = h' 
a"x^b"yvc"z= h" 

findet man 

\abc\ 

\ a b c , X ' 



ax 


+ by + ez 


h c 


h h e 


a'x 


+ b'y + e'z 


h' e' = 


k' h' c' 


a"x 


+ h"y + e"z 


h" c" 


h" h" c" 



1 a" &" c"| 
abgektlrzt 

{abc)x = {kbc), {abc)y = {akc) y {abc)z = (abk) 

Wenn fc, fc', fe" null sind, so sind entweder a;, y, z null oder 

{abc) = 0. 

8. Wenn das System die Determinante hat, so verhalten 
sich die Adjuncten einer Zeile (Colonne) zu einander, wie die 
Adjuncten jeder andern Zeile (Colonne)*). Die Determinanten 
der Systeme 



*) Dieser Satz fliesst aus den algebraischen Bemerkungen Jacobi's 
Crelle J. 15 p. 4 04 und Det. 7. 
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abed 


a b c 


«1 ^1 Ci <^i 


aj &i Ci 


02 &2 ^2 ^2 


^2 ^2 ^2 


as ^3 ^3 <^3 





werden durch [abed], [abc) bezeichnet, in dem ersten System 
hat a die Adjuncte a, u. s. w. Dann ist identisch 

{acd)a + {bcd)p == {aa + 6/9, c, d) nach (6) 

«= (aa + 6/9 + cy + cicf , c, d) nach (7) 



= (aftcci) 



(acd)ai+ (6cd)/9i =■ (a&<?d) 



<?! 


d, 


C2 


rf. 


C2 


dj 


C 


(2 



nach (2u.3) 



Unter der Voraussetzung [abed) = und (acd) nicht null, 
hat man daher jSga — a^fi == 0, u. s. w. 

a 3 

. - 

Ueberhaupt sind ftlr das System der Adjuncten 
a /? y cf 

«! ft yi cJi 

"2 ft y2 <^2 
«3 ft ys <^3 

alle Determinanten 2ten und hdhem Grades null (4). Vergl. 
unten §. 7, 2 u. 7. 

9. Indem man Determinanten, welche identisch null sind 
(7) , nach den Elementen einer Reihe entwickelt (2) , erhiilt man 
Identitaten von vielfaltiger Anwendbarkeit. 

(6-_c)(a— d) + (c— a)(&— d) + {a—b){c—d) 

Bezeichnet man 



durch (abc), so ist 



a 


a' 


1 


b 


y 


1 


c 


e' 


1 



a — d a 1 




b—d b 1 


= 0*) 


c—d c 1 





*) Bbzout Equat. alg6br. 1779 §. 220. 
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{bcd){a---d)-^{cad){b—d)-^{abd){c—d) = 

Ferner isl bei beliebigen x, i/, z 

a^x + h^y + CiZ a^ h^ Cx 



a — d a a' 1 

i^d h y 1 

c — d c c \ 

d-^d d d' 1 



= 



a^x + 5iy + c^z = 



= 



040? + h^y + c^^z a^ 64 C4 
Wenn nun 

ai hi Ci 

«5 h cs = (156) 

aQ Iq <?6 

u. s. w., so erhalt man durch Entwickelung der Determinante 
nach den Elementen der ersten Colonne 

(234)(156) + (314)(256) + (124)(356) — (123)(456) « 0*) 
Dieselben Resultate ergeben sich auf folgendem Wege**). 
Aus den Systemen 



werden 2mal n Systeme abgeleitet, indem man im ersten Sy- 
stem alle Colonnen der Reihe nach durch eine bestimmte Co- 
lonne i des z^eiten Systems, und im zweiten System eine 
bestimmte Colonne k der Reihe nach durch alle Colonnen des 
ersten Systems ersetzt. Die Determinanten der gegebenen Sy- 
steme werden durch R und S bezeichnet, d\e Adjuncten der 
Elemente a^j^ und h^j^ durch a^j^ und ^^j^, die Determinanten 
der abgeleiteten Systeme durch t{^, t^^i •• ^^^ "iA;> *'2A;> ••• 
Dann ist' 

h\ = hi^M + 2>2ta2i + . • ^ik =^ «llAfc + «2lftk + • . 

ti2 = &l»ai2 + 2>2ia22 + . • W2fc = ai2Afc + «22ftfc + • • 



*) Die entsprechenden geometrischen Satze hat Mot^ge 1809 abgeleitet 
(J. de I'^cole polyt. Cah. 4 5 p. 68), auf andrem Wege Mobius baryc. Gal- 
cui §. 466 u. 4 74. Ihren Zusammenhang mit der Lehre von den Doppelver- 
haltnissen findet man angegeben in desVerf. Elem. d. Math. VI §. 7, 42—43. 
**) Sylvester Philos. Mag. 4 854, II p. 4 42 und 4 852, II p. 342. Vergl. 
Brioschi Det. (39) und (63). 
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folglich (2) 

til an + ti2ai2 + . . = 6iii? 

til O21 + ^t2 *22 + • . = &2i -S 

und daher 

*»l(«llftfc *•■ <*2lftk + . .) + ^•2(«12Afc + »22ftk + ..) + •. 
d. i. tiiUij, + ti2U2Tc + . . == R{hiP\h + ^2iftfc + . .) 

Durch Composition der Reihen t^y , t^^^, . und m^jj., Uj;^. , . . findet 
man also /?iS, wenn k = i, oderO, wenn fc von 1 verschieden. Z.B. 

(5234)(1678) + (1534)(2678) + (1254)(3678) + (1235)(4678) = (1234)(5678) 
(5234)(5178) + (1534)(5278) + (1254)(5378) + (1235)(5478) « 

10. Wenn man 



(') 



b{b—\) .,{b-k-^\) 
1.2 .. k 



setzt, so ist 



'rr')rr')-ci'") 



^ c + 2m + 1 
2 



) ■ • c^r ') 



= 1 



Denn zufolge der Identitat 

VAjJI A; J""V k-i ) 

erhalt man nach Verminderung jeder Zeile um die vorhergehende 

.er)c*r') ■•(•*':"') 
» ■ e^r ') • • ri-7') 



R = 



• m ■■r:-7') 



VoUzieht man dieselbe Operation an den letzten m — 1, ?n — 2, . . 
Zeilen, so werden alle Elemente der Diagonale 1, wUhrend alie 
Elemente einerseits der Diagonale verschwinden. Daher ist 
E = ij unabhangig von c und m. 

11. Multiplieirt man in dem System (die leeren Stellen des 
Systems enthalten NuUen) 



§. 3, a. 
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B = 



a2 — &i 

«n-i 



'— &n — 2 



-&n 



die Zeilen der Reihe nach mit 6q, ftj, . . , 6^, und addirt dann 
zu jeder Zeile die folgenden Zeilen, so erhalt man ein System, 
dessen Determinante sich auf ihr Anfangsglied reducirt, so dass 

Daher ist*) 

B = (— l)n(ao&o + . . + anhn)hib2 . . 6n_i 
Aehnliehe Form haben die Nenner und die Zahler der 
Naherungs-Brtlehe ftlr einen gegebenen Kettenbrueh (unten 
§. 8. 3), sowie Sylvester's Continuanten. Philos. Mag. 1853 t. 5 
p. 453, t. 6 p. 297. Mum Philos. Mag. 1877 p. i37 u. 360. 

12. Wenn die Elemente a^j^ und aj^ gleich sind, und jedes 
in der Diagonale stehende Element a^^ der Summe der mit ihm 
in einer Reihe stehenden Elemente entgegengesetzt gleich ist, 
so ist die Determinante des Systems null, und alle Elemente 
haben gleiche Adjuncten**) . 

Beweis. Alle Elemente einer Zeile des Systems 

verschwinden zufolge der Voraussetzung, nachdem man zu der- 
selben Zeile alle ttbrigen Zeilen des Systems addirt hat. Also 
ist die Determinante des Systems null. 

Wenn man in dem System, dessen Determinante die Ad- 
juncte ofQQ des Elements a^Q ist. 



«nl 



*) Hermitk 4849 Liouv. J. U p. 26. 
**) BoRCHARDT Bed. Monatsbericht 4 859 p. 380 und Grelle J. 57 p. 414. 
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zur lien Zeile die tibrigen Zeilen addirt, so kommen in die ite 
Zeile die Elemente 

Addirt man nun zur fcten Colonne die tibrigen Colonnen, so 
erhalt man in der fcten Colonne die Elemente 

— ttlO • • — <*» — 1,0 ^00 — *t+l,0 • • — *«0 

Indem man noch die transformirten Reihen voranstellt, findet 

man (3) 

«00 • • «0,k — 1 «0,k + l • • flon 



©00 =* (—1) 



i + k 



«»-l,0 
«i + l,0 



=^ ttik 



18. Die Determinante nten Grades eines aus 2w — \ Gr(5ssen 
gebildeten Systems 



Ol 



^2 . . «n 



bleibt unverandert , wenn" an die Stelle der GrOssen die An- 
fangsglieder ihrer DiflFerenzen-Reihen gesetzt werden*). 

Beweis. Man* bilde aus der Reihe der gegebenen GrOssen 
die Reihen ihrer ersten, zweiten, . . DiflFerenzen, indem man 
jedes Glied von dem folgenden subtrahirt: 

«o 



<»1 


«1 


«3 


<»4 


^1 


4n 


^i2 


^U 




^2 


^2. 


^22 






^3 


^3. 
^4 



Subtrahirt man nun von der nten, (n — i)ten, . . Colonne des 
gegebenen Systems die jedesmal vorhergehende , so erhalt man 



*) H. Hankel liber eine besondre Classe der symmetrischen Deter- 
minanten. Gdttingen 1864. 
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P ^ 






^1 

^1, 



• ^l,n-l 



ao 


^1 


^2 


. ^n-1 


»! 


^11 


^21 


• ^n-1,1 


«n-l 


^l,n-i 


^2,n-l . 


• ^n-l,n-l 



Indem man dieselbe Operation wiederholt an den neuen Colon- 
nen voUziehl, findet man 



P = 



Ftthrt man die angegebene Reihe von Operationen auch an den 
Zeilen des zul^tzt gefundenen Systems aus, so erhalt man 

«0 ^l ^2 . . ^n-1 

^n—1 ^n ^n + l • • ^2n— 2 

was zu beweisen war. 

Wenn insbesondre aj^ eine ganze Function rwten Grades von 
k mit dem obersten Coefficienten 1 ist, so bilden wie bekannt die 
GrOssen ctq, aj, aj, . . eine arithmetisehe Progression witer Ord- 
nung, und die Glieder ihrer mten DiflFerenzen-Reihe haben den 
gemeinschaftlichen Worth J^^ = i . 2 . . . w, weshalb ^,^^. i , 
^m + 2> • • verschwinden. Wenn nun n — i = m, so wird (3 und 
§. 2, 3) 

m(m+_i) 

P=(-l) « (1,2. ^.m^-*-^ 
wahrend P verschwindet , wenn n — i < w. In beiden Fallen 
kOnnen statt der Gr5ssen Oq, a,, aj, . . auch die GrOssen a^, 
^t + n ^» + 27 •• g^setzt werden. 

Wenn z. B. c eine beliebige Zahl ist und 



afc 



^ /<? + A; + m\ __ (c + A;-l-m)(c + A; + w— 1) . . (c + A;+l) 



/<? + A; + m\ 



1.2. 



SO hat man 



cr) ( 



c + w+1 
m 



) i'T) 



CT) 



- (-1)" 



m(m-4- 1) 
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14. Partiale Differentiale einer Determinante. 
Wenn unter den Elementen des Systems nur a^^ sich andert, 
so andert sich in der Determinante R nur das Product a^j^ a^-^j 
und von diesem nur der erste Factor. Also ist*) 

bB 

Wenn unter den Elementen, welche a^j^ enthalt, nur a^^ 
sich andert, so ist das Product 

-ar; — — '" 



das Aggregat der Glieder von a^j^j welche das Element a^g ent- 
halten, und 



bancbara 



(^ik «r. 



das Aggregat der Glieder von 72, welche die Elemente a^, a^g 
enthalten. U. s. w. 

Deranach sind adjungirt (§. 2, 5) 

aik und 3^ 

una 



unter der Voraussetzung , dass a^f aog . . a^^ a^^ . . ein Glied 
der Determinante R ist. Daher hat man 



u. s. w. 



Wenn die Elemente des Systems nicht alle von einander 
unabhangig sind, z. B. aj^i = fa^-^, so ist 

(bR_\^ ^ bB_ bR ^^ici . 
\baik) ^ ~~ baik "*" baj,i Ja^ 



*) Jacobi Det. 6. iO. 
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Wenn ay;^ = a^j^, so ist aj^^ = «^.;j. (5), daher*) 

Wenn a^^^ = ^ a^j^ , a^-^- = 0, und n gerade, so ist aj^ == — a^jj. , 

(©-^- 

Bei ungeradem n sind die Determinante und ihre DifFerential- 
coefficienten identisch null. 

15. Differential einer Determinante. Wenn alle 
Elemente des Systems sich andern, so ist das vollstandige Diffe- 
rential der Determinante**) 

^ dR ^ H <---daik = Saij^daij, (», k ^ \, 2, ..) 



= San ^«ti + ^^i2 d<^i2 + 

«lt <»i2 «13 • ^«ll <*12 «13 • 

O21 «22 <*23 • <^«21 «22 <»23 • 

«3i %2 ^3 • da^i 032 a33 . 



«11 ^»12 »13 . 
(I21 d(l22 *23 • 

Oai da^2 «33 . 



die Summe von n Determinanten^ die man aus R ableitet, in- 
dem man die Elemente je einer unter den parallelen Reihen 
durch deren Differentiale ersetzt. 



Beispiele. I. 



N ^ 

dM M \ 
dN N 



-= 


dM 
dN 


M 

N 


dm M 




C?2 


N N 





R = S±aii 



C'U 



a 26 c . 

a 2h c 

h 2c d 

b 2c d 



bR 

ha 



bR ban 
ban ba 



bR ba22 
ba22 ba 



= «!! + a22 



*) Jacobi Grille J. 42 p. 20. 
**) Jacobi Det. 6. 
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bR bR bai2 bB ba^^ ^^ ^sj, 51? ba ^z 

bb bai2 bh ba^^ bb ba^i bb ba^2 ^^ 

= 2cci2 + 2a23 + cCai + 042 

bR 

v^ == ai3 + a24 + 2a32 + 2a43 

bR^ 
bd 



033 + a44 



II. Wenn du = m^ do; H- UjC^y , dfu^ = u^^dx-^ u^2^!/i •• > 
und wenn, nachdem u einen constanten Werth erhalten hat, 
dy = y'dx^ dy^ = y"dx ist, so findet man 

Ui dui 
U2 du2 



U2 



8f/''« 



W2*y 



wi + i*2 y W2 
wi «ii + wiay' t*i2 

W2 W12 + ^22^' W22 



1*1 1*1, + i*i2y 

W2 W12 + t*22y 

1*1 1*2 

1*1 1*11 1*12 

t*2 1*12 1*22 



dx 



III. Die Determinante eines Systems, dessen Colonnen n 
gegebene Funetionen von x und deren ite, 2te, . . , (w — 1)te 
DiflFerentialcoefficienten sind, 

yi yii • • yi,n-i 



R = 



Vn ym 



hat die Eigenschaft, mit y'^ multiplicirt zu werden, wenn man 
die gegebenen Funetionen dureh ihre Producte mit einer belie- 
bigen Function y von x ersetzt*). 

yiy (yiy)i . . (yiy)n-i 



VnV {yny)i 



{yny)n-\ 



y\ yii 



yn ym 



yi,n — 1 



yn,n — 1 



Denn es ist nach der Regel ftir die Differentiation eines Products 

(yty)i =« yiiy + yiy\ (y»y)2 = y»2y + 2yiiy'+ y^y", . . 

also die gesuchte Determinante eine Summe von Determinanten 
(6) . Die erste derselben ist theilbar durch y^, die tlbrigen sind 
null (4). 



*) Hesse Crelle J. 54 p. 249 und Christoffel 55 p. 298. Vergl.FROBEt^ius 
Crelle J. 76 p. 238. 77 p. 245. Pasch Crelle J. 80 p. 177. 
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Wenn man in dem gegebenen System die Elemente der n — 1 
ersten Colonnen durch ihre Differentialcoefficienten ersetzt, so 
wird die Determinante null. Also ist*) 



dR 
dx 



y\ yii 



yi,n — 2 Vlfi 



IV. Sind <i , ^2 J • • J 'n ^^^ einander unabhangig, und 



so findet man 









1 t, t,^ 

1 t2 t2^ 

1 2*1 . 

1 «2 ^2^ . 

1 2*1 



*in-i 
*n-i 



(n-l)*i"-2 



. (n-l)*n-l — 2 



I 2*„_i 
« (_l)n-t.l.2..(n-.l)JB„_i 

Ebenso ergiebl sich 

-f(h) m)-tj\t,) . . (n-i)*i»»-v(^t)-*,«-^n*i) 



'^»'Um - 



1 / / »— 1 

1 r„ . . r„ 

-/"(«.) m)-hf'{ti)-- (n-i)<i»-V(<.)-<»»-r(«i) 



*) Malmsten Crelle J. 39 p. 91 . 



32 §.4,1. 



§. 4. Entwickelung der Determinante nach den SuMetermi- 
nanten einer Combination paralleler Reihen. 

1. Wenn man die Subdeterminanten der iten Zeilen-Combi- 
nation wten Grades (§. 2, 4) p^-j, p^^ ? • • Pi/A, ^^^ ^en Adjuncten 
der entsprechenden Subdeterminanten der fcten Zeilen- Combi- 
nation qj^^j qj^2i • • > iku componirt, so erhalt man entweder die 
Determinante R des gegebenen Systems oder 0, je nachdem 
h ^= i oder k von i verschieden. Dasselbe gilt in Bezug auf 
Golonnen-Gombinationen. Vergl. §. 3, 2*). 

Beweis. Ein Glied der Determinante R enthalt n Elemente, 
darunter m, die der iten Zeilen- Combination angehOren, und 
dabei einer bestimmten, der ^ten Colonnen-Combination. Also 
ist dieses Glied eines dei* Glieder von i?, welche in dem Pro- 
duct Pif^qih vereinigt sind (§. 2, 5). Demnach umfasst die 
Summe 

alle Glieder der Determinante, jedes einfach. Dagegen ist 
Pk\ fti + Pki 2i2 + . . + i>k/* gi> 

die Determinante des Systems, welches aus dem gegebenen 
System dadurch abgeleitet wird, dass man die tte Zeilen-Com- 
bination durch die hie ersetzt. Die Zeilen dieses Systems sind 
nicht alle von einaiider verschieden, also ist die Determinante 
desselben null. 

Die Summe p^^ q^^ + p^2 9i2 "•" • • ^^^ i^'^* (^ — '^)- "^^ ^^ 
Glieder, weil 

/ n\ _ n! 

^ "" \m} w! (n — w)! 

Beispiele. Durch Entwickelung nach den Subdeterminanten 
der beiden ersten Zeilen des Systems findet man 



*) Cauchy 1. c. p. 100. Der erste Theil dieses Satzes ist in einem 
allgemeinern Satz enthalten, welcher der LAPLACK'sche Determinan- 
te nsatz genannt wird. S. unten (5). 
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(ii a2 «3 04 
6, 62 ^3 ^4 

Ci C2 C3 C4 
di (^2 <% <^4 

« 12 I 34 + 23 I 14 + 31 I 24 
+ 34 I 12 + 14 I 23 + 24 I 81 



^1 ^2 



C3 C4 

(^3 (?4 



wenn 12 | 34 = 
Die ColonniBn-Nummern bilden Permutationen einer Classe. 



«! a2 O3 <*4 <*5 

bi hi , 

c, C2 . 

di cij . . . 

«! «2 . 

12 1 345 + 23 I 145 + 34 | 125 + 45 | 123 
+ 23 I 425 + 24 | 315 + 35 | 142 
+ 14 I 235 + 25 I 134 
+ 15 I 243 



weira 12 I 345 = 



«1 ©2 
bi &2 



C3 C4 C5 



«3 «4 «5 



U. S. W. 



2, Wenn das System in m Zeilen n — m Colonnen Nullen hat, 
so isl seine Determinante das Product einer Subdeterminante mten 
Grades mit ihrer Adjuncte. Wenn das System in m Zeilen mehr 
als n — m Colonnen Nullen hat, so ist seine Determinante 0*). 



a ai a2 

b bi b2 

c Ci C2 

d di (^2 d^ di 

e Bx €2 ^3 ^4 



a «! €t2 

b &i 62 

C Ci C2 



(?3 di 

^ «4 



Die tlbrigen Subdeterminanten der 3 ersten Zeilen sind null. 



*) Jacobi Det. 5. 
Baltser, Detenu. 5. Aufl. 
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|. 4, 2. 



a a, 
b bi 
c c, 







I 



d di ^2 ^3 ^4 
e Ci €2 €^ ^4 

AUe Subdelerminanlen der 3 erslen Zeilen sind null. 



Beispiel. 









ace' 


a' 




a 


+ a 


r 


' ' ' 1 










b d d' b' 




b +b' d + d' d' b' . 








b' d' d b 




ft'+ & d'-¥d d b 








f r 

a c c a 




a'+ a c •¥ c c a \ 






a + a' 


c+c' c' 


a' 








b+h' 


d-k-d' d' 


b' 




a-\-a' c + c' i d—d' b- 


-b 


~~" 





d-d' 


b-b' 


""~ 


h+b' d-k^d' i c— c' «- 


-a 1 





c — c' 


a-a' 






Ebenso findet man (vergl. §.11,2) 






a 6 c d 










date 




1 a-k-c b + d 


a — c b—d 








c d a b 




1 d-\-b a-k-c 


d—b a—c 










b 


c d a 



















3. Die Determinante 



B = 



\ a a aa 
1 /? /9' /?/9'^ 

1 y y' yy' 
1 rf d' 66' 

nach den Subdelerminanlen der ersten beiden Golonnen enl- 
wickell giebl 

(«-/?)(y-rf)/'cJ'+ . . + (y_d)(«_^)«'^'+ . . 

= A{a'6':\- p'y') + B{[>/6' -k- a'y') + C{y'6' + a'fi') 
wenn man 

setzt, wobei A-^B-^C = (§. 3, 9). Daher ist 

B = A{a'd'+ ^y-y'6'—a'^') — B{y'6'-\- a'^'— ^'6'— a'y') 
= A{y'—a')[p'—6') — B{^'— y'){a'— 6') == AB'— A'B 



§. 4, 4. 



35 



B B' 
C C 



C C 
A A' 



A A\ 
B B' 



*) 



well auch A'-h 


5'+ 


C 


= 0. Insbesondere ist 




\ a a aa 

1 /? ^' ^^' 

1 y y' yy' 

A f ' 


- 


1 a a + a' aa' 
1 ^ /? + /?' /?^' 

1 y y + y' yy' 

1 a a + a aa 


= 


1 a a-¥a aa 
1 /9 ^ + ^' ^/?' 

1 y y+y' yy' 

a— a 




= ( 


a'- 


«) 


I a-¥a' aa 
1 /? + /?' /?/?' 

1 y + / yy 


== 


[a'-a)S 



Die Delenninante S hat die Glieder 

?Y\y-P') + ya'(«-yO + «/?(^ -y+y-«') 
+ ?'y{y-P) + y'«(«-y) + aW/?-y'+y'~«) 
welche wie folgt vereinigt werden 

«(y-«0(/?-y') + «'(y -«)(/-y) 
+ i^'(y -/?)(/-«') + ^(y-/?')(y -«) 
so dass 

S ^ {a-fi')(p-^/){y-a') + («'_^)(^'_y)(y'-a) 

Durch die Gleichung 22 = wird die Collinearitat (Homo- 
graphie) der entsprechenden Quadrupel afiydj a'/?'y'^' (Punele 
einer Geraden, Gerade eines planen Btlsehels, Ebenen eines 
Btlsehels) ausgedrtlckt, wahrend die Gleichung S = die In- 
volution der Paare a a', /?/?', yy' bedeutet. Vergl. Chasles 
G6om. sup. 1852 n^ 218. 



4. Aus den Systemen 



«ii 



«lr 



bn 



h. 



werden 2nial f* Systeme abgeleitet, indem man im ersten System 
alle Golonnen-Gombinationen der Reihe nach durch eine bestimmte 
Colonnen-Gombination % des zweiten Systems, und im zweiten 
System eine bestimmte Colonnen-Gombination k der Reihe nach 
durch alle Golonnen-Gombinationen des ersten Systems ersetzt. 



*) Catlkt Philos. Trans. 4858 t. U8 p. 436. 
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Die Delerminanten der gegebenen Systeme werden durch R und 
S bezeichnet, die Subdeterminanlen durch p^j^ und p'{k^ ihre 
Adjuncten durch q^j^ und q^y,^ die Determinanten der abgelei- 
teten Systeme durch t^^ , t^^^ . . und Mijj.? "2A;» • • • I^ann ist 
^ = i'lfc Q\h + P2fc ?2fc + . . 5^ = 2>',fc g-'ifc + p'^x q'2h + • • 

^tl = l^'lt fl-ll + P2i fl'21 + • • «lfc -» Pil Q\ic + i'12 g'2k + . . 

U2 = P\i 212 + i^'2t 3'22 + • • Wjfc = |>i2 ^'ik + i>22 S' 2k + • • 



folglich {\) 



^1 1>21 + U2 P22 + . . = i? 2t -K 



und daher 

^»i(i>iig'ik+i>2ig'2k+ . .) + ^••-i(pi2g'ik + i>22 2'2k+ -O 

d. i. U^ «ifc + «,-2 «2k + . = ^{p\iQ\ic +p\i q2k + . 
Durch Composition der Reihen «,| , t^^, . . und Mj^, u^jg, . . 
findet man also RSy wenn A? = ?, oder 0, wenn k von t ver- 
schieden*). 

Z. B. aus den Systemen 



«! 


"i 


O3 


<»4 


<»5 


<*i 


0, 08 


ft, 


h 


63 


64 


6» 


h 


6, 6, 


Cl 


«2 


C3 


c« 


«i 


"6 


C; C3 


d, 


dj 


rfs 


d4 


d. 


«^. 


d; rfs 



findet man, wenn die Determinanten t und u durch die Go- 
lonnen der Systeme bezeichnet werden, 

5634.12.78 + 5264.1378 + 5236.1478 + 1564.2378 + 1536.2478 

+ 1256.3478 =- 1234.5678 
1278.5634 + 1628.5734 + 1672.5834 + 5128.6734 + 5172.6834 

+ 5612.7834 = 5678.1234 
1278.5612 + 1286.5712 + 1267.5812 =» u. s. w.' 

6. Die Determinant e B =s 2 ^a^^ . . a„„ kann auch durch 
eine Summe von Producten mehrerer Subdeterminanlen darge- 
slellt werden**). 



*) Sylvkstkr. Vergl. §. 3, 9. 

**) Vandermokde 1. c. p. 524. Laplace 1. c. p. 294. Jacob^ Det. 8. 
ScHERiNG GGtt. Ges. 4 877, IV. 



§-5,1. 
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Man wahle eine Combination von cc Golonnen /</.., aus den 
tlbrigen eine Combination von /? Colonnen ik . . , aus den tibrigen, 
eine Combination von y Colonnen pq . . , u. s. w., so dass " 

a + i5 + y + .. = n 

und bilde von diesen Combinationen die Subdeterminanten aten, 
/?ten , yten , . . Grades 

u. s. w., dergestalt dass 

ein Glied der Determinante E ist. Dann umfasst die Summe 
2 ABC . . von 

Va/V /? A y J • • ^ al /?!y! .. 
Gliedern (welche entstehn, indem man alle Colonnen-Combinatio- 
nen bildet), alle Glieder der Determinante 22, jedes einfach. 



§. 5. Besondere Entwickelungen von Determinanten. 



1. Die Determinante nten Grades 



F(z) 



a^\-¥z ai2 


Ol3 


021 022 + « 


028 


O31 O32 


033+« 



ist eine Function nten Grades der Variablen z^ von welcher die 
diagonalen Elemente des Systems abhangen. Der Coefficient von 
z'^ ist 4, das constante Glied ist i^(0) == 2±_a^y . . «^^. Um den 
Coefficienten von z^ zu finden , bilde man das Product der 
adjungirten Subdeterminanten wten und [n — m)ten Grades 



aff^ 
agf 



afg 






welches die Glieder von F[z) 
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|.5, 4. 



C'88 



« ^-B»-« 



enthalt. Der gesuchte Coefficient wird durch die Summe 2E^__^ 
ausgedrtlckt , deren Glieder alien Gombinalionen [n — m)ten 
Grades rs . , der Nummern 1 . . n entsprechen. Daher ist*) 

F{z) === Bn-i- zSBn-i + z^J:Bn_2 + . . + -^n 

Beispiel. Wenn n = 4,und a^^, ^^^ax^o^^t • • durch1,12, .. 
bezeichnet werden, so ist F[z] 

= 1234 + [123 + 124 + 134 + 234];? 
+ [12 + 13 + 14 + 23 + 24 + 34]2r2 + [i + 2 + 3 + ^]z^ + z*^ 

2. Die analoge Entwiekelung von 



U 



a — u h 

ft -rff 

a 



c 

r 
C 



ergiebt 



^ _ wa — w^— w y"+ uua + uu'¥+ uu'c— uuu" 



wenn 



J = 



a b c 
a' b' c' 
a" b'' c" 



und a, /?', y" die Adjuncten der Elemenle at, 6', c" in z/ be- 
deuten. Unter den Voraussetzungen 

u = a-¥b -i- c, u' = a'+ 6'+ c, «'"= a"+ ft"+ c" 
verschwindet ^ (§. 3, 7) und man hat 

j==:www — Mwa — uu b — uu c -^ ua •\- u p -k- u y 

= MM V- m'm"c - t#M"a'- uu%'' + My + M'a' + m"/9" 

naeh cyclischer Vertauschung der Colonnen, bei welcher J das 

Zeichen nicht wechselt (§. 1,5). Daher ist 

_J _ a ft' c'' a _^' y' 

uu'V" ~ ^ M ~ m' m" "^ m'm" "^ mm" "^ i^ 

woven die 3 letzten Glieder wiederum zerlegt werden kOnnen**) . 



*) Jacobi Crelle J. 42 p. 45. . 
**) Vergl. Jacobi Crelle J. 5 p. 350. 
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3. Die Glieder der Deterininante E = 2±^a^^ . . a^^ enl- 
halten von ^en Elementen der Diagonale entweder alle 7i, 
oder h — 2, oder n — 3, . . , oder 1 , oder keines. Um die Glieder 
von li zu finden, welche m und nichl mehr diagonale Elemente 
enthallen, bilde man das Product der adjungirten Subdeternii- 
nanten Twten und (n — m) ten Grades 



Der erste Factor hat das Glied aff Ogg . . , der andre Factor wird, 
nachdem man seine diagonalen Elemente durch NuUen ersetzt 
hat, durch D^__^ bezeichnet. Daher werden die gesuchten 
Glieder durch die Sumrae 

Saffagg. . Dn-m 
ausgedrtlckt, deren Glieder aus alien Gombinationen Twten Grades 
fg.. und den zugehdrigen Gombinationen (n — z/ijten Grades 
rs , . der Nummern 1 . . n gebildet sind*). 

Beispiel. Wenn 

ai2 
aai 

«31 «32 

I «41 «42 

durch (1234) bezeichnet wird, u. s. w., so ist 

I ail . . ai4 I = an 022 a^z a^ + a^ a22 (34) + a^ a^^ (24) + a^ a^i (23) 

I . ... I + a22 033 (14) + a22 €iu (13) + 033 a^^ (12) 

! a4i . . a44 ; + a,i (234) + 022 (134) + a33 (124) + a^^ (123) + (1234) 

4. Die Anzahl derjenigen Glieder der Determinante 
B = ^±ai, . . a^n 
welche diagonale Elemente des Systems enthalten, wird wie 
folgt gefunden. Die Formel (3) 

^ff ^99 " ^ l.^rr ^88 • • 

hat {n—m)\ Glieder, welche Glieder von B sind und m und 
mehr diagonale Elemente enthalten. Man bilde nun aus alien 



ai3 


an 


«23 


«24 





^34 


«43 






*) Catlkt Crelle J. 38 p. 93. 
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Combinationen mten Grades fg . . und den zugehorigen 
Gombinationen (n — m)ten Grades r.«f . . die entsprechenden 

i^\ Formeln und dureh Addition derselben die Summe S^ . 

Diese Summe hat 

Glieder, welche Glieder von R mit m und mehr diagonalen Ele- 
menten sind, aber nicht alle von einander verschieden. Denn 
ein Glied einer der addirten Formeln, welches fc und nicht mehr 

diagonale Elemente enthalt, kommt in | | Formeln einfach vor 

und hat in S^ den Goefficienten I | . 

Ein gegebenes Determinantenglied mit fc und nicht mehr 
diagonalen Elementen hat in dem Aggregat von fc und mehr 
Summen 8y — ^^-^^z — • • den Goefficienten 

(t)-a)*a)-- 

d.i.l, well 1-(J).(J)-.. 

= (1—1)*' = 0. 

Demnach enthalt das Aggregat der n Summen S^ — ^2 "+" '^a — • • 
kein Determinantenglied ohne diagonale Elemente, aber alle 
Determinantenglieder mit 1 und mehr diagonalen Elementen, 
jedes einfach. 

Wenn man entsprechend die Gliederzahl von S^ vermindert 

um die Gliederzahl von S^ , vermehrt um die Gliederzahl von 8^ , 

u. s. w., so behalt man die Anzahl der Determinantenglieder 

mit diagonalen Elementen 

n\_ nl n| 

T 2 "^ 3T 

und findet die Anzahl der Determinantenglieder ohne 
diagonale Elemente 

Weil 



1 (— 1)*» (— 1)""*"^ 



j. 

2 31 "" • • "^ n! ^ (n + l)l 



§. 5, 5. 
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so ist tp^ bei ungeradem n die ganze Zahl des Quotienten n\ : e, 
bei geradem n die nachsthOhere ganze Zahl. 

Zur recursiven Berechnung von iff^ hat man 

und durch Addition von xp^ = ni/;^_j -4- ( — \)^ 

Aus i/Zj = 0, T/^2 = ^ findet man 

tp3 = 2, t/;^ = 9, V's « 44, V'e =« 265 
u. s. w. 

Wenn man in der Entwickelung der Determinante B nach 
den diagonalen Elementen (3) die einzelnen Glieder zUhlt, so 
erhalt man direct die Recursion 



"■*(.",)"-. 



& 



t^2 + 1 = n! 



und kann i//„ , nachdem man n — 1 , n — 2 , . . fUr n gesetzt hat, 
aus dem aufgestellten linearen System berechnen*). 

6. Wenn E == 2 ±_ a^^ . . a^^ und a^j^ dem Element a^j^ 
adjungirt ist, so kann die Determinante /S = 2" +. «oo ^1 1 • • ^nn 
des um den Rand «no • • ^00 • • ^on vergrcJsserten Systems nach 
den Elementen des Randes entwickelt werden**) 



S = 



<»00 <*01 ^02 
«10 «lt «12 
«20 ^21 «22 



= ooo^ — ^<^iQ »ofc a»7c (»» *J == 1, 2, . .) 



Die Glieder von S^ welche das Element a^^ enthalten, wer- 
den durch oqqjR ausgedrtlckt. Wenn 

«»0 «& 



e « adj 



*) Die Zahl tp^ is* in der 3. Auttage dieses Buchs 4870 direct und 
recursiv bestimmt worden. Vergl. den Aufsatz des Verf. in den Leipziger 
Berichten 4873 p. 534. Eine andre Auszahlung hat J. Wetrauch Crelle 
J. 74 p. 273 mitgetheilt. Der recursive Ausdruck fur V'n-i-i »st direct auf- 
gestellt worden von Monro Messenger of Math. 4872 p. 38. 
♦♦) Caught 1. c. p. 69. 
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§. 5, 5. 



in S ist, so ist c^oo^iA?^ Ausdruck der Glieder von S, welche 
die Elemente a^^ , a^.^ enthalten , folglich a^f^ Q Ausdruck der 
Glieder von i?, welche das Element a^j^ enthalten, d. i. ciijc^ih' 
Daher ist Q = a^j^^ und — ^io^ok^ik Ausdruck der Glieder 
von S, welche die Elemente des Randes o^q, a^^j^ enthalten. 



Beispiele. 



a f g h 

f b 

g' e 

h' d 



« abed — ff'cd — gg'bd — hh'bc 



Unter den Adjuncten der Elemente des kleinern Systems sind 
nur die der diagonalen Elemente nicht null. 



fli + a?! a2 a^ a^ 




ai+ari Oj 


O3 «4 


— a?i ar^ 




ai a2 + a?2 03 <^i 


— a?2 x^ 




ay aj a^ + x^ a. 


—373 ^A 




ax (I2 ^3 ^i + ^4 




a, +a?i 


02 aa a* 




_ 


— Xi 


a?2 






— a?! 


a:3 






— a?! 


a:4 




= («i + a?j)a?2 


arsar^ + ^2 


ar,a?3 


a?4 + «3a;ia;2a?4 


+ «4aria;2a;3 



= a?iar2a:3aj4 ( 1 + ^ + ^^ ^ ^^ + «i\ 
V a?! a?2 3^3 3^4 / 

Die letzte Zeile des gegebenen Systems wird um die vorher- 
gehenden Zeilen vermehrt, die vorletzte desgleichen, u. s. w. Ini 
transformirten System wird die erste Zeile von den folgenden 
Zeilen subtrahirt. Wenn x^= x^ = . , = x ^ aj -4- ^2 "+-••= ^? 
so ist die Determinante aj^H-h-J. 

6. Wenn aj^ = a^j^, so ist a^- = a^j^ (§. 3, 5), folglich 

SO dass ftir i die Nummern 1 . . n , ftlr efc die vlombinationen 
2 ten Grades derselben Nummern gesetzt vverden. 

Beispiele. ^ ^• 

Cat 

= 2abc 






a 


i 


a 





c 


2) 


c; 






§. 5, 7. 
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a h g 
h h f 
9 f c 



In 



hf 

fc 

a b c 

a h g 

b h f 

c g f 



= abc — aP — bg^ — eh:^ + 2fgh 
haben ft, c, / die Adjuncten r, ft, — /. 



== a^f^ + ftV + c'^h^ — 2aft/'i;r — 2acfh — 26c5r;i 
= {af -^ bg — chj^— iabfg 



x(-/'a/"— /ft^ + Ych) ( /a/^H- -/ft"^ — -/c/i) 
a h g I \ 



h b f tn 
g f c n 
I m n d 



— 2mn^'— 2?»/— 2/m^' 



wenn die Adjuncten der Elemente a, //, . . in 

a h g 
R =^ \h b f 

\9 f c 

durcb a', h\ . . bezeichnet werden. 



7. I. Wenn i2 = -5" + a, ^ . . a^^ = 0, so ist 

(§.3,8) 



«11 «lk 
«»l '«ik 



5 = -2" + aoo «ii . . ^nn •= — ^ato «ok «»7c (5) 

und demnach unler der Voraussetzung, dass a^ j nicht null ist, 

«11 ^ = — -2 <»»o «ftl -2^ <*0k «lk 
=» — (aio ttii + a20 «21 + • OC^Ol «11 + ^02 «12 + • •) 



^10 ^12 
^20 ^22 



«01 ^02 
»21 ^22 



*) 



Die Factoren des durch S theilbaren Products sind den Adjuncten 
der Elemente a^^ und a^^ in S entgegengesetzt gleich, wUhrend 



*) Vergl. Hesse Crelle J. 69 p. 319. 
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§. 5, 7. 



Of J ^ die Adjuncte der Subdeterminante a^Q a^ j — Oq^ a, q ist. In 
der That ist nach dem Satz §. 3, 8, welcher allgemein gilt 
(vergl. unten §. 7, 2) 

S = anS 
II. Wenn insbesondere a;j.^ = a^-^j., mithin oj^^ = a^'^j., so ist 



adj aoo adj aoi 


= adj 


«00 «01 


adj a,o adj On 




«10 «11 



Verm5ge der Identitat (Xhvlj^]^ = a^-^j.^ (§. 3, 8) ist zugleich 

wobei durch eine Wurzel die tlbrigen Wurzein eindeutig so 
bestimmt sind, dass das Product Y^H V^kk ^^^ Werth a^y. hat 
(nicht — of^vk)- 

Hieraus fliesst ein wichtiger Satz Uber die quadratischen 
Formen. Die quadratischen For men 

^ V, «, A; =- 1, 2, . . 

heissen adjungirte Formen, R = ^ ±,^^^0^2 .. heisst die 
Determinante der Form u (§. 2, 5), und zwar ist (I) 

Vl «11 »12 
Vl «21 «22 



Dagegen ist 



Xi a?2 

Vl «11 «12 
yi ^21 «22 



eine lineare Form sowohl der a:, als auch der y^ also eine 
bilineare Form der x und der y, Vergl. unten §. 14, 11. 
Unter der Voraussetzung jR = ist nun 



a^yv = (J^ftiiy,)^ = 



Vi ^12 «13 
^2 «22 0^23 
ys ^2 <f33 



V = (^yi/«<i)i' 
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Wenn die Determinanle einer quadralischen Form 
null ist, so ist die adjungirle Form das Quadrat 
einer linearen Form*). 

8. I. Wenn a^,- = — a,.;^., «,,• =0, R = 2±a^^ .. a^^ 
geraden Grades, R' = 2 ±^022 - * Onn ^ngeraden Grades, und 
wenn die Adjuncte von a^j^ in R' durch a^j^ bezeichnet wird, 
so ist (7) 

i?'= 0, ajci = ttik, ttMfffcfc = ccik^ 
JR = (SauY^ii)^ 

mithin Y^ ^^^^ lineare Form der Elemente einer Zeile oder 
einer Golonne. Bei n = 4 ist Y^U rational, also YR ein ratio- 
nales Aggregat von 3 Gliedern; bei n = 6 ist Y^ii rational, 
also Y^ ^i^ rationales Aggregat von 3.5 Gliedern; u. s. w. 
Daher ist Y^ ®^^ rationales Aggregat von 

1.3.5.. («-l) - -r-J^s- 

Gliedern. Jedes Glied von Y^ 1st ein Product von -^n Ele- 
menten , deren Nummern alle von einander verschieden sind. 
Insbesondere ist «i2 ^34 • • ^n— 1 n ^^^ Glied eines Werthesvon 
YR^ weil 

(«I2 034 . . «n-l,n)^ = ( — l)*"ai2 ^34 . . «n-i,n ^21 ^43 • • «n,n-l 

ein Glied von R ist; denn aus den Golonnen-Nummern 2143 . . 

wird durch ^n Vertauschungen von Nachbarn die Reihe 1234 . . 

erhallen. Der Worth von y^/?, welcher das Glied ^^12^34 • • ^w— i n 
(nicht das entgegengesetzt gleiche) enthalt, wird durch 

J-= (1. 2, .., n) 
bezeichnet**). 



*) Diess ist von Salmon 4 859 (Lessons n^. 454) auf anderem Wege 
gefunden worden. Vergl. Serret Alg^bre t. 4 p. 556. Hesse 1. c. 

**) Jacobi Crelle J. 2 p. 354, 29 p. 236. Cayley Crelle J. 32 p. 449, 
38 p. 95, 50 p. 299. Die Formel J ist von Jacobi zum Gebrauch beini 
PFAFF'schen Integrationsproblem construirt, von Cayley mit dem Namen 
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II. Bei Vertauschung von zwei Nummern der Elemenle 
wechselt J das Zeichen. Wenn durch aj^^B die Glieder von J 
bezeichnet werden, welche das Element a^^ enthalten, so ist B 
aus solchen Elementen gebildet, deren Nummern von t und fc 
verschieden sind. Bei Vertauschung von i und fc geht J tlber 
in J', a^B in aj^B d. i. — flfVb^) wahrend J^ d. i. R zweimal 
das Zeichen wechselt (§. 2 , 3) , also unverandert bleibt. Zu- 
folge der Identit^t J^ = j'2 ^\^^ ^ber J und J' nicht gleich 
sondern entgegengesetzt gleich , weil ihre Glieder a^^B und 
— ^\k^ entgegengesetzt gleich sind. 

III. Unter der Voraussetzung 

Oder nach i — 2 cyclischen Vertauschungen 

Va« = (» + !» .., », 2, .., t— 1) 

findet man Y^uV^hk "^ ^lA:? ^^^ *^^ recursiven Berechnung 
der Formel J 

(1,2,.., w) « 012(3,. .,n) + 013(4, ..,«, 2) + ., + ai„(2,..,w— I) 

Beweis. Die Glieder des Products^ V^Hi V^Wc ^ind den 
Gliedern von a^^ der Reihe nach entweder gleich oder entgegen- 
gesetzt gleich, weil a^^ aj^y, = a^^^ D^g Product 

(-l)»+'^(2, ..,*-!, »+l, .., w)(2,.., A:-l, A:+l, ..,») 

geht durch eine bestimmte Menge von Zeichenwechseln tlber in 

{h, p, q, r, . . , u, v){p, q, r, s, . . , v, i) 

wenn durch p , q, r, .q , . . , u , ?? die von 1 , t , A: verschiede- 
nen Nummern der Reihe 1 bis n bezeichnet werden. . Durch 
dieselbe Menge von Zeichenwechseln geht 



Pfaffian belegt worden. Die Eigenschaften derselben sind von Jacobi 
ohne Beweis und ohne die von Caylett bemerkte Relation J^ = B mit- 
getheilt worden, Weitere hierzu gehorige Untersuchungen lindet man bei 
ScHEiBNER Leipz. Berichte 4859 p. i^i, Veltmatsn Schldmileh Zeitschrift 
4874 t. 46 p. 546, Schkring analyt. Theorie der Determinanten VIII (Abh. 
der Gott. Ges. 4877 Bd. 22). 



§. 5, 8. 
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•«tfc 



(_iy+k 



«22 

^t — 1,2 
^t+1,2 



«2,fc — 1 02,fe + 1 



iiber in 



«fcp «fcg Ofcr 
^PP ^pq ^pr 
^qp Clqq <^qr 



(^ki 



^pi 



I «vp (^vq ttyr • »i;» 

Das Glied jenes Products 

slimmt mil dem Glied der Delerminante 

«fep «j>g agr • • <^v% 

auch dem Zeichen naeh. 

Beispiele. 

-2' + an . . au = (1, 2, 3, 4)2 

(1, 2, 3, 4) = ai2 a34 + «13 «42 + «14 <*23 
^±«11 . . ^66 = (1, 2, .., 6)2 
(1, 2, . . , 6) = ai2(3, 4, 5, 6) + a,3(4, 5, 6, 2) + . . + 

== ai2 ^34 «66 + ^12 ^35 ^64 + *12 *36 ^'45 

+ ai3 a45 a62 + aj3 ^46 ^25 + ^la ^42 «56 

+ «14 a56 <»23 + «I4 %2 «36 + ^14 »53 «62 
+ ai5 ^62 ^34 + ^15 *63 ^'^42 + ^Hs *64 ^23 
+ ^le «23 ^45 + «16 <^24 «53 + «16 «25 %4 



= (ad— 6« + cfY 



«i6(2, 3,4,5) 



a 


b 


c 


—a 


f 


e 


-^h -f 





d 


-.••-. 


—d 





a 


—b 


c 


— a 


f 


e 


J ~f 





d 


— c — e 


~d 






= {ad + 6e + 0/^)2 
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§. 5, 9. 



9. Wenn die Eleraente der Determinante R so beschaffen 
sind, dass 



«ifc 



— «fc»; 



an 



a22 = 



SO ist zufolge der oben (3) gezeigten Entwiekelung 



i? ^ «» + 2rn-2 2:2)2 + 2.n-4 j;j)^ ^ 



•) 



wobei 



D« 






eine Subdeterminanle mten Grades ist, deren Elemente den Be- 
dingungen 

unterliegen , und 2D^ die Sumrae der Determinanten bedeulet, 
welche aus D^ entspringen, indem ftlr ik . . alle Gombinationen 
wten Grades der Nummern 4 bis n gesetzt werden. 

Bei ungeraden m ist D^ null, bei geraden m ist D^= (i, k . .) ^, 
also -^-0,^ die Summe von 1 ** J Quadraten. 



Beispiele. 



2r ^12 <*I3 

*2! ^ <*23 

«31 <*32 ^ 



2r3 + Z{ai2^ + a,32 + ajS^) 



Z O12 Ol3 «14 

a2l ^ «23 «24 

031 «32 - «34 

«41 ^42 a43 ^ 



2r* + e2(aj22 + ajs^ + ttu^ + ajs^ + a24^ + a34*) 

+ («12 a34 + «13 «42 + «i4 «23)* 



§. 6. Determinante eines componirten Systems. 

1. Wenn das Element c^j^ aus der ften !feile des Systems a 
und der fcten Zeile des Systems b componirt ist (§. 3, 1) d. h. 

Cik = <^ii ^kl + ai2 &k2 + • • + «m hn 



f) Catlet 1. c. 



§.6,1. 49 

so wird die Determinante mten Grades des componirten Systems 
-^i ^11 • • ^mm d^rch das Symbol 

ausgedrtlckt. Dieser Ausdruck bedeutet, wenn n^m, die 
Summe der yj Producte, welche aus 



ait aiM • • 
• • . • 


bit hu ' ' 



dadurch entspringen, dass man ftlr tu . . alle Combinationen mten 
Grades der Colonnen-Nummern 1 bis n setzt; der gegebene 
Ausdruck ist, wenn n = w, das Product der beiden Determi- 
nanten; der gegebene Ausdruck ist null, wenn n<Cm*). 

Beweifl. Ein Glied der Determinante des componirten Sy- 
stems ist 

^Cia C2fi .. ^ eS au h„tSa2u h^ . , ^ H a^t a2u • • ^Kt ^fiu • • 

eine Summe, deren Glieder dadurch entstehn, dass t, u, . . 
die Reihe \ bis n durchlaufen, wahrend a/? . . eine Permutation, 
der 1 . . w ist. Man findet alle Glieder der Determinante, indem 
man in jedem Glied der Summe ftlr afi . . alle Permutationen 
der 1 . . OT setzt. Nun ist 

folglich 

2±CiiC22 .. == 2{aua2u .. -3&±^i«*2u • •) 

Wenn t, u, , . nicht alle verschieden sind, so ist -2' + 5^^ b^^ . . =0. 



*) Bn^BT und Caucht (in den gleichzeiUgen Abhandlungen J. de T^c. 
pohyt. Cah. 46 p. S886 und Cah. 47 p. 84, 407) haben diesen Satz 4842 
gefanden durch Betrachtung der besondem Faile, welche Lagrange (M6m. 
de Tacad. de Berlin 4773 p. 285) und Gauss (Disquis. arithm. 457. 459. 
268, 1) gegeben hatten. Yon Jacobi Del. 43 und 44 wurde der Schlusssaiz 
zuerst ausgesprochen. Den symbolischen Ausdruck hat die Determi- 
nante des componirten Systems in der 3ten Auflage dieses Buchs 4870 
erhalten. 

Baltier, Beterm. 5. Anfl. 4 
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§.6,1. 



Daher braucht man, um alle Glieder der Surame zu erhalten, 
fttr tu . . nur je m verschiedene Nummern der Reihe 1 bis n 
zu setzen. 

Wenn nun tu . . eine bestimmte Combination mien Grades 
der \ . , n ist, und a/9 . . eine Permutation von tu . . , so ist 

Durch alle Permutationen der tu . . erhsdt man die Glieder 

Folglich ist 

2±enC22 .. = 2:{2:±aita2u .. :^±^«ft2u..) 

eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man fttr 
tu . , alle Gombinationen wten Grades der Reihe i bis n setzt. 

Wenn n >> m, so hat die Summe yf Glieder. Wenn n = my 

so bleibt 1 Glied der Summe tlbrig; wenn w <<wi, so konnen 
m verschiedene Nummern aus der Reihe 1 bis n nicht ohne 
Wiederholung genommen werden, und es bleibt kein Glied der 
Summe ttbrig. 



Boispiolo. Das System 

«2/i + hffi + ^2*1 
ist componirt aus den Systemen 

01 ^l Ci 

02 ^2 <^2 

Seine Determinante ist 



«i/2 + ^1^2 + Ci^ 
^2/2 + ^2^2 + ^2^ 

A ^i Ai 
/i 5^2 ^2 



«1 h Ci 
^2 ^2 <^2 



A 9l ^1 
A ^2 fh 



ab\fg -^ ac\fh •¥ bc\gh 



wenn ah\fg = 



a, 61 
aj 62 



Das System 

«iA + ^1^1 + ci^i aiA + ^1^2 

«2A + ^29\ + C2^j 02/2 + 625'2 

«3A + ^35^1 -^ Czhx azf2 + &3^2 ' 

ist componirt aus den Systemen 



A 9i 
A 92 

<Jl^2 

^2^2 



u. s. w. 



OlA + ^1^3 + ^1^3 
«2A + &2il'3 + ^2^3 
<*3A + ^35^3 + ^3^3 



§. 6, 2. 
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«i ^1 <^i fi 9i '»i 

«2 ^2 ^2 /i i72 ^2 

«3 *3 <^3 A 9Z ^ 

Seine Determinante ist das Product 



«! &1 Ci 


A ^1 


hi 


a2 ^2 <?2 


A 92 


fh 


as *3 cz 


h 9z 


h 


s System 






OiA + ^i9i + Ci^i 


. . 


«i/ 



+ fc,^4 + Ci*4 



O4A + h9l + <?4*1 

ist componirt aus den Systemen 

«i ^1 <^i A 9i ^1 



O4A + h9A + <^4*4 



«4 ^4 C* f\ 9i ^4 

Seine Determinante ist null und nicht verschieden von 



«» 



Wenn p, q, r, s lineare Functionen von a?, y, 2; sind und 
den Werthen x^ , y^- , z^ die Werthe der Functionen p^ , q^, . . 
entsprechen, so ist 



tti bi <?! di 


A 5^1 Ai 


a^ h C4 d^ 


A 9a K 



1?2^1 + 9'2yi + *'2^1 + *2 i>2^2 + 22^2 + ^2^2 + «2 

i>i g'l n «i 

l>2-i>l 3'2-3'l ^2-n «2-«l 



I Pi 9i n «i 

\P2 92 ^2 «2 

a?! yi a?! 1 

a:2_a?i ^2-^1 «2-«i 



a?! yi 2?! 1 
X2 y2 ^2 I 



eine quadra tische Form der a?2 — ^d ^2 — ^o ^2 — h' 

2. Die Determinante wten Grades des componirten Systems 
-^ i ^11 • • ^mm kann durch eine Determinante (m + n) ten Grades 
der Elemente a und b ausgedrtlckt werden (§. 3, 3) 



Cmi 




I 



4* 
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§. 6, 2. 



Die ersten m Golonnen werden verbessert, indem man die 
letzten n Golonnen mit b^^^ b^^j • • componirt von der tten Co- 
lonne subtrahirt. Dadurch erhalt man ohne Veranderung der 
Determinante 

. . 




bn 



an 







folglich fttr 2" + qj . . c^^ den Ausdruck durch die a und b 

an . . ain 



(-ir 






^11 



a„i 
bmx 1 







z. B. 



«! 6i ex 

^2 ^2 <^ 



A ^2 *2 









«i ^1 <^i 








aa 62 C2 


A 


U 


1 



^1 ^2 1 
^1 A2 1 



Anmerkang. Durch Entwickelung der Determinante (m-hn)ten 
Grades nach den Subdeterminanten der ersten m Zeilen (§. 4, 4) 
findet man unmittelbar die obigen Producte*). Wenn man unter 
den letzten n Golonnen n — m auswahlt, und daselbst die a 
durch Nullen ersetzt, so fallen unter den letzten n Zeilen eben- 
soviele fort, und man behalt als einen Theil der gesuchten Ent- 
wickelung eine Determinante 2mten Grades, die nach Ver- 
tauschung der ersten m Golonnen mit den folgenden Golonnen 
d. i. nach m Zeichen-Wechseln auf ein Product von 21 Determi- 
nanten mten Grades 

-^±«ie«2u •• ^±&ie*2M • • 
sich reducirt (§. 4, 2). 



*) Nach GoRDAN (brief!. Mittheilung von Clkbsch 4868 Nov.). 



§. 6, 4. 
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3. Wenn das zweite System dem ersten gleich ist, so ist 
das componirte System symmetrisch, d. h. 

^ik "* «»l «kl + . . + «m flftn = C^ 

und die Determinante des componirten Systems 



'^±<?ll<?22 . . '^ 



ail 

«21 



«2n 



«21 



ain 
a2n 



- -r(:^±aiea2u -.P 



die Summe von f M Quadraten. Bei realen Elementen a ist 

die Determinante -^ +. ^n ^22 • • positiv, und wird nur dann null, 
wenn die Determinante 2 ±^ a^^ a^^ . . bei alien Gombinationen 
tu , . null ist*). Die besondern Falle 



^^i + yyi + ^^1 



XXi + 


yyi + ^^i 




a: y 2? 


1 


x^i + y^a + ^^2 




i»i yi «i 1 


X y 

xi yi 


a 

+ 


X i 
Xi i 


^1 ! 




y «^ 

yi «i 


a 



a? 

a?! 



y 
yi 



a? 


y 


2f 


a?! 


yi 


^l 


X2 


y2 


Z2 



x^ +y2 +2:2 xxi +yyi +2:2:1 a?a:2 +yyi •^- ZZ2 
xxi-^yyi-¥zzi x^^ +y,2 +2?ia a?ia;2+y,y2 + «i«2 

XX2-¥yy2-^^2 XiX2-¥yiy2-^S!iZ2 X2^ +y2^ +«2' 

sind bereits von Lagrange (pyr. 3 u. 1) gefunden worden. 



4. Das Product von zwei Determinanten nten 
Grades P und Q ist eine Determinante B desselben Grades, 
die man bei gegebener Anordnung der beiden Systeme auf 4 im 
AUgemeinen verschiedene Arten darstellen kann**), indem man 
ihre Elemente componirt entweder aus je einer Zeile von P und 
einer Zeile von Q, oder aus je einer Zeile von P und einer 
Colonne von Q, oder aus je einer Colonne von P und einer 
Zeile von Q, oder aus je einer Colonne von P und einer Co- 
lonne von Q. Wenn nSimlieh 

Q - 



p « 



Oil 



om 



Onl 



*) Jacobi 1. c. 
**) Caucht 1. c. p. 
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so ist (1) 



§. 6, 4. 



-R — 



Cm 



« PQ 



unter der Vorausselzung 
Folglich ist 



ail 



ain I I *il 



hu 



Saiv b 



Ik <'lfc 



Saiv h. 



Ifc "nk 1 



-^afifc ^ifc . . -^Onk *nfc I 



i «iil • . ««n I I ^nl . . Kn I 

wenn die einzelnen Summen dadurch gebiidet werden, dass 
man fttr k alle Nummem von 1 bis n setzt. Nach derselbea 
Bildungsregel ist 



an 

an I 
an 

ain 

ail 

• 
am 



air 



aim 



ftil 

6ll 

^ni 
feu 



Ki 












Die links stehenden Determinanten, deren Product gebiidet 
wurde, sind von P und Q nicht verschieden (§. 2, 3). Also 
sind die rechts stehenden Determinanten von B nicht verschie- 
den, d. h. 

an . . Ctin ^11 • • ^in I <^ll • . ^l» 

^nl • • ^wn I Cni » ' Cn 

wenn c^-jj. eine der Summen 

a,i ftfci + . . + aj„ 6fc„ 
a*! i>ik + . . + a,„d„fc 
au' ftfci + . . + a„,- 6fc„ 
a,,- hik + . . + anibnk 
bedeutet. 



§. 6, 4. 
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Beispiele. Nach der ersten Kegel hat man 

a b c d ac •¥ bd — ad' + be' 

—5' a' —d' c' "" — 6'c + ad I'd' + aV 

Wenn a, ft, . . complexe Zahlen, a', ft', . . die conjugirten Zahlen 
sind, so ist aa die Norm von a, eine Summe von 2 Quadraten, 
welehe durch Na bezeichnet wird, u. s. w., folglich 

(Na + N6)(Nc + N<?) -= N(ac + bd) + N(ad'— ftc') 

Diese Identitat enthalt den EuLBR'schen Satz (Acta Petrop. 1777. 
I, 2 p. 48. Vergl. Nov. Gomm. Petrop. 5 p. 53 und Lagrange 
Mem. de Berlin 1770 p. 123), nach welchem das Product zweier 
Summen von 4 Quadraten als Summe von 4 Quadraten auf 4 
Arten dargestellt werden kann*) . ' 

Das Product einer Determinante mit einer Determinante 
niedem Grades wird ebenso gebildet, nachdem man die Deter- 
minante niedem Grades als Determinante hOhern Grades dar- 
gestellt hat (§. 3, 3). 

«o fto Cq do ^^O ^0 ^0 <^0 

a\ ft| Ci di 

<*2 ^2 ^2 ^2 
03 fts C^ (?3 

^oPo + K^o (^oPi + ftofi'i ^0 ^0 

»i Po + fti 2o »1 Pi + ^1 ffl ^1 ^1 

«2i>0 + ^2ff0 «2i>l + ft23'l <?2 <?2 

flsPo + ftsfi'o <»3l>l + ^3?! <?3 ^ 

Anmerkiing. Durch successive Multiplicationen gelangt man 
zu der allgemeinen Multiplicationsregel. Eonig 1878 Math. Ann. 
14 p. 507. Unter Benutzung der Abktlrzungen \ab cd\j \p'q\, 
\p q r\j \p q r s] fttr obige und ahnliche Determinanten hat man 

\abcd\po ^ \ apo, b, c, d\ -^ \apo -^ bq^, h, c, d\ 
\abed\po\pq\ ^ \apo -¥ bq^, b\p q\, c, d\ 

Die 2te Colonne wird ersetzt durch 

Pi{apo-¥bqo) + ft^offi — -Piffo) == i>o(ai?i +&3'i) 



«1 


fti Ci 


d, 


Po qo 


(h 


fta C2 


d2 


Pi qi 


«3 


fta ca 


d3 





Po 


qo 





Pi 


qt 








1 











1 



*) Hbrmite Grelle J. 40 p. 297. Vergl. Gauss Werke 3 p. 384. 
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folglich ist 

\abcd\\pq\ ^ \apo -^hqo, api-¥ bqi, e, d\ 

« I ai?o + ^qo + <^^ot aPi + ftffi •¥ CTi, e, d\ 
\ahcd\\pq\\pqr\^ \apo-¥ .,y api •¥ . . , e\p qr\, d\ 

Die 3te Colonne wird ersetzt durch 

— {apo + . -)ro — {api + . .)»•/+ c(*-oV+ nn'+ ♦•2»-20 
«= r2{ap2 + ft 22 + <^»'2) 
folglich ist, weil r2 = \pq\i 

\ahcd\\pqr\ = \apo •¥ hq^ •¥ cro, api •¥ , . , api ^ . . , d\ 
= I apo + ftjo + cTo + d«o> ai>i + . . ; ai'a + . • ; <i I 

Man multiplicirt femer mit \pqrs\y rechts die 4te Colonne, 
welche verbessert durch |p gr| theilbar sich erweist. U. s. w. 

5. Wenn die quadratische Form der x 

♦, A: «= 1, 2, .., n I 



Safk Xi xjc 

durch die lineare Substitution 

i»i «» hi yi + 

^» *" ftniyi + 
in die quadratische Form der y 



+ ftin yn 
+ ftnnyn 



transformirt wird, so ist die Determinante der transformirten 
Form das Product der Determinante der gegebenen Form mit 
dem Quadrat der Determinante der Substitution*) 

Beweis. Durch die angegebene Substitution geht 2'a^ x^ xj^ 
ttber in Sa^^ b^^ b^^ y^ y^ , so dass 

Ca? = ^^ifc ft,-« ftfc/? = 2a]ii b](a bifi = c^« 



*) Diese Bemerkung ist fur n ^ 2 von Lagrange Rech. d. Arithm. 23 
(M6m. de Berlin 4773 p. 285) gemacht worden, fiir n = 3 von Gauss Disq. 
arithm, 286. Vergl. unten §. 44, 3. 



§. 6, 6. 
Daher ist (1) 
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C2i C22 



hi hi 



-2'aifc &k2 -^«2k 2>k2 



Haije hi ^<hk hi ' 



On 012 

021 «22 



611 ^21 

612 ^22 



also durch Multiplication -^ +. Ci 1 . . = (-5' i *j i • • ) ^ -^ i ^1 1 
6. 'Wenn 

Oil . . Oln ^11 • • ^l« I <^ll 

Ofnl • . 0,„n &ml 



P — 



hn 



Clm 



SO ist 



Q - 



1 ail 



Oin 



1 Oml 



1 &i 



1 *ml 



1 1—1 I— 1 
1 1 + Cu 1 + C12 

1 1 + C21 1 + C22 



hn 



1 Cn 



Cim 



1 <^ml • • ^mm 



1 —1 — 1 

1 Cii Ci2 
1 C21 C22 



« P- 



1 1 

1 Cii €^2 
1 <^2l <?22 



daher G — P d. i. 

1 Oii Oiu . 
1 Om« 0,nu , 



1 ht hu 
• • • 

1 ^mt Ku 



Oil. 
1 (Jii C12 . 
1 C21 C22 . 



wenn ftlr tu . . alle Combinationen (m — 1)ten Grades der Go- 
lonnen-Nummern \ bis n gesetzt werden*). 



*) S. des Verf. Aufsatz Leipz. Berichte 4873 p. 532 und Gundelfinger 
Schl($milch Zeitschrift 48 p. 342. 
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7. Wenn v, w^ f^, ^2? ?3 Functionen von x^^ x^, x^ sind, 
so dass 

dv = Vidxi + V2^^2 + Vsdx^ dw ^^ w^dxi + 1^2(^072 -^tc^dx^ 



ll « 


=- 


V2 ^3 
«^2 «^3 


so ist (4) 


(ia?! (fa:2" <ia?3 


a?i X2 a?3 = ^3 


fl ^2 ?3 


»1 «2 «3 


(ia?i dx2 dxz 


«^1 M'2 W3 


a?i a?2 a?3 



f 2 - 



dxi dx2 

Xi X'l 



W?3 W^l 



+ f 1 



W^l 1^2 



dx2 dx^ 

X2 Xz 



I2 



dx^ dxi 

a?3 a?! 



«! e? 0^1 + t72<? 072+93(7 0^3 M?i<ia?i + M^2^^2 + *^3<^^3 I 

ria?i + r2a?2 + t?3a:3 w^Xi + m»2^2 + ^^3^3 1 

Unter derVoraussetzung, dass v, w homogene Functionen von a, /J 
Dimensionen sind, hat man v^x^-^ v^x^-^ v^x^ == av, u. s. w., 
folglich*) 

dxi dx2 dx^ 

Xi X2 x^ 

Si S2 ^3 



dv dw 
ttV fiw 



8. Ein System von n^ Elementen c, dessen Subdeterminanten 
(w -hi) ten und hbhern Grades alle null sind, kann aus je m 
Colonnen gegebener Systeme von n^ Elementen a und b componirt 
werden. Unter der Voraussetzung c^-x- = flji ^jti + . • + ciim Hm 
ist jede Determinante (m + 1)ten und hohern Grades des com- 
ponirten Systems null (1). 

Ein System, welches in den ersten m Zeilen je n, in den 
folgenden n — m Zeilen je m gegebene Elemente hat, und in 
welchem eine Subdetenninante wten Grades nicht null ist, kann 
durch (n — m)^ bestimmte Elemente zu einem System von n^ 
Elementen erganzt werden, in welchem alle Subdeterminanten 
(w-hl)ten und hOhern Grades null sind. Unter der Voraus- 
setzung, dass d = -^i «ii •• ^mm i^icht null ist, bilde 
man**) 



*) Aronhold 4862 Crelle J. 64 p. 400, 
**) Kronecker 4864 Crelle J. 72 p. 452. 



§. 6, 9. 
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da. - 



-dcik = 






»iii 



« rfajfc — dcik 



<^mk 



»mi . 



a»i a,-2 
«ik »n »i2 

«2fc «2l' <*22 



a»i ^fci 



^tm ^fcm 



^ikl = 



1 
«lfc «11 «12 
«2fc <»21 ^22 



(A:23..); «'k2 «-(lA:3..),. 



Dann sind in dem System der n^ Elemente c alle Subdetermi- 
nanten (m-hl)ten und hohern Grades null. Die Determinanten 



d, 



\k^ 



dfnki ^i 



1 > 



d^^ sind null (§. 2, 3) ; also ist in den 



ersten m Zeilen, sowie in den ersten m Golonnen der folgenden 
Zeilen c^jg = a^j^. Die tlbrigen [n — m)^ Elemente c^j^ sind nach 
Vorschrift zu berechnen: 



Cik =- 



— 1 



an 
«ifc flu 






Von den Adjuncten b haben 



^1 



&i» 



die Eigenschaft, dass die nieht-diagonalen null sind als Determi- 
nanten von Systemen mit zwei gleiehen Golonnen, wahrend die 
diagonalen den Werth — d haben, well d^^ = a^^ b^^-ha^id == 0, 
u. s. w. 



9. Wenn a?i , . . , a:„ homogen6 lineare Functionen der 
Variablen a;/, .., a?^/ sind, wenn diese Variablen eben solche 
Functionen der Variablen ar/', .., x^" sind, u. s. w. , und 
zwar 



60 §. 6, 9. 

1*1 =■ «ii*i' + • • + "ill «»' 
....... ^ 



(2) 



(3) 



ar/ « aii'a?i" + . . + ai„'a?„ 






a?! « ail a?! + . . + am ^n 






u. s. w., SO erhklt man durch successive Substitulionen*) 

|a?i = {a, a')ii a?i" + . . + (a, a')i„ a:/' 
a?„ — (a, a')„i a:/' + . . + (a, a')„„ a?/ 

j ari « (a, a', a")ii ^/" +.. + («, a', a'Om a?n"' 

(11) i • • • 

I x^ « (a, a', a")„i ^i'" + .. + («, a', a")«n ^n" 

u. s. w. Der /Jte Coefficient der aten Zeile des Systems (I) 

y 
ist aus der aten Zeile des Systems (1) und der./Jten Colonne des 
Systems (2) componirt. Ebenso ist der Coefficient (a, a', a")^o 
aus der aten Zeile des Systems (I) und der /Jten Colonne des 
Systems (3) componirt, folglich 

(a, a, a')afi — ^(a, aOad «"rf/9 — ^^ar *V *'V 

u. s. w. Man bezeichne ferner durch Ay A\ A'\ . . die Deter- 
minanten nten Grades der zusammenzusetzenden Systeme, deren 
Elemente a^^, a'^/j, «"«;?, . . sind; durch (-4, -4'), (^, -4', ^"), .. 
die Determinanten der componirten Systeme, deren Elemente 
{«> «')a^) («> «'> «")a^> •• sind; durch 

Aafi} A „^, . ,, {^A, A )f^ii, {A, A , A )„^, , . 



*) Mittheilung von Weikrstrass bei Gelegenheit der Abhandlung uber 
bilineare und quadratische Fonnen, Berliner Monatsbericht 4868 Mai 4 8. 
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die Subdeterminanten (n — Ijten Grades, mit welchen in den 
Determinanten -4,4',.., (Ay A')y [A, A', A''), . . die Elemente 

multiplicirt sind; durch 

die Subdeterminanten (n — 2) ten Grades, mit welchen in den 
Determinanten -4, A% . ., (-4,-4'), (-4, -4', 2I"), .. die Subde- 
terminanten 2ten Grades 

S±^afi<^a'fi'f S±^'a(i<*'a'li'> ^±{<^> «')«/?(«; «')«'/?'; 

multiplicirt sind, u. s. w. Dann ist nach (1] 

{A, A') « AA' 

(A, -4')^ = 2A„y A\^ 

Y 

{A, A )„^ „'^' = SA^y a'y' ^ y/? y'/»' 
n 

vrv 

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man fttr y, yy', yyy*\ . . alle Combinationen von je 1 , 2, 3, . . 
verschiedenen Nummern der Reihe \ bis n setzt. Denn es ist z. B. 

(^; ^')a/? a'/?' «"/?" 

eine Subdeterminante (n — 3) ten Grades der Elemente (a, a'); 
die ersten Nummern dieser Elemente bleiben von der Reihe 
\ bis n tlbrig nach Ausschliessung von a, a', a", und stimmen 
mit den ersten Nummern der Elemente in A^y ay a"y" ^^^^r- 
ein; die zweiten Nummern jener Elemente bleiben von der Reihe 
1 bis n ttbrig nach Ausschliessung von /?, /?', /?", und stimmen 
mit den zweiten Nummern der Elemente in A*y^ y's' y"i?" ^ber- 
ein; dagegen sind die zweiten Nummern der Elemente in 
'^ay ay' a"y" sowie die ersten Nummern in A*yB y'/9' y"/9" ^^ 
Combinationen von je n — 3 verschiedenen Nummern der Reihe 
1 bis n. 

Ebenso ist 
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(A, A', A") — {A, A') A" — A A' A" 

{A, A', A"U - S(A, A'UA",f - SA„^A',,A",f 

d yd 

{A, A', ^")«^ a'li' ■== ^,(^. ^')«<f «'«r' ^"rf/? d'fi' 

yy <r<r' 
(-4, A , A )^ „'^' „"^« » ^ ^A, A')^ „'j' „"^" ^"^^ ^'^' j"^ 

yy y <f <f <f 

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man sowohl ftlry, yy\ yyy\ . . als auch ftlr d, dd', dd'd", . . 
alle Combinationen von je 1, 2, 3, . . verschiedenen Nummern 
der Reihe 1 bis n setzt. 

Ueberhaupt ist jede Subdetenninante des Systems der com- 
ponirten Elemente (a, a', .., aW) darstellbar als Summe von 
Producten aus (A -hi) Facloren, welche Subdeterminanten dersel- 
ben Ordnung der Systeme der einfachen Elemente a, a', . . , aW 
sind. 



§. 7. Detenninanten eines Systems von Subdeterminanten. 

1. Die Determinante des Systems der Adjuneten der n^ 
Elemente eines gegebenen Systems ist die (n — 1)te Potenz der 
Determinante des Systems der Elemente*). 

Beweis. Nach der Multiplicationsregel (§. 6, 4) ist 



an 



«iti 



an 



a«i 



am 



Cn 



am ajkn 



Das componirte Element 

^iTc = a,i fffci + 

hat den Werth R oder 0, je nachdem k und i gleieh oder ver- 
schieden sind (§. 3, 2). Also reducirt sich die Determinante des 
componirten Systems auf das Anfangsglied c^^c<^^ . . r^^ = b!^ 
(§. 3, 3). Daher ist 



*) Cauchy 1. c. p. 82. Fur n ~ 3 findet man diesen und den folgen- 
den Satz bei Lagrange sur les pyr. 5 und bei Gauss Disq. arithm. 267. 
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B 



ail 



an . 

ani • 

am 



ai« 



« -R" 



ail 



«nl 



«!» 



n — 1 



2. Eine Subdeterminante hien Grades des Systems « (der 
Adjuncten) hat zu der Adjuncte der entsprechenden Subdeter- 
minante des Systems a (der Elemente) das Verhaltniss R^'~^, 
Subdeterminanten desselben Grades des Systems a verhalten 
sich zu einander, wie die Adjuncten der entsprechenden Sub- 
determinanten des Systems a*). 

Beweis. Wenn die Subdeterminante A ten Grades 2^ Of^ Ugj^ . . 
des Systems a die Adjuncte 2" + a^^ a^^ . . hat, so dass 

U ± ttfi a^k . . ^ru »»v • . *= ^ ± an . . a^n = -B 

so wird die entsprechende Subdeterminante ^ten Grades 

des Systems a als Determinante nten Grades 



a/» atfic 
ecgi ttgu 






dargestellt (§. 3, 3). Durch Composition der Zeilen der Systeme 



«/• 


O/fc 


. . afu afy . . 


(Xfi ttfk . 


. ^fu «fv . . 


<^gi 


(^gk . 


. <^gu (*gv . . 


agrt aj,k . 


• ^gu ag,t; . . 


ari 


arfc . 


• a^ a^ . . 


. 


. 1 . . 


^8i 


ask 


. a»u a,t, . . 


. 


.01 



*) Jacobi Det. 4 4 hatte diesen Satz durch algebraische Betrachtungen 
gefunden. Der directe Beweis ist von Borchardt angegeben worden. 
Briefl. Mittheilung 4833 Juli. 
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findet man das System 

R 

R 













mit der Determinante (§. 4, 2) 

R 
R 



— J^ S±aruat. 



Also ist R2 ± afi a^jc -- = R^^ ± ^ru «w • • j 

Ausderldentimi?{^+ ofy^j-a^jfe.. — /^^"^-S'+a^^ «w.) = ^ 
schliesst man, dass bei einem System von n^ beliebigen Elementen 

eine Identitat ist, also auch bei einem System, dessen Determi- 
nante 22 = 0. Vergl. §. 3, 8. 

Beispiele. Wenn R = 2" + a^^ a22 • • ^nn^ ^^ ^^^ 



«ii 



«ifi 



«fc+i,fc+i 



«n,k + i 







<*m + i,m + i • • 


<»m + l.n 


= i?«-» 


. . 


. 




«n,m + i • • 


<^fm 


ttfc + l.n 




«ll 


. . aifc 


• 


— ^-fc-i 


• 


. . 


"nn 






a*i 


. . akfc 



Wenn insbesondere n = 5 ist, so ist 



«11 a23 «24 








- R^ 


«15 ^IJ 


^41 ^43 «44 








«35 «32 


fi^Sl ''sa «54 







a21 «23 
ff41 ^43 



«12 «14 »15 

= 1? 032 <»34 «35 

I »52 «54 «55 



^. 7, 3. 
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Die Subdeterminante (n — 1)ten Grades des Systems a, deren 
Adjuncte «;j, isl, hat den Werth R^~^ a,j[,*) 



Wenn insbesondere n = 


3, so ist*^ 


') 




«11 ai2 r, 

^21 «22 


*22 ^'^23 1 


Wenn iS = 2" + ooq o, ^ 


. , SO ist 


i adj ttoo adj a^^ 
1 adj a.y adj a,i 


« 5. adj 


«10 «11 





Nach denVoraussetzungen §. 5,7 ist adj ^^^q = , adj [a^^ a^ ^ — ^o i ^i o) 
= a, ^ , folglich 

— adj aio adj aoi = Sa^x 

3. Die Adjuncte der Subdeterminante A ten Grades 2* + aA- a^;^..., 
deren man zur Berechnung der Subdeterminante ^ + ota- Ug^ . . 
bedarf, kann durch einen Differentialcoefficienten ^ter Ordnung 
der Determinante R ausgedrttckt werden (§. 3, 14). Es ist***) 







«/»• a^ 








ffpi «pfc 




«ri 


«/* 


^fi 1 


«pi 


«^k 


a,^ -« i?2 


aw 


awc 


aw 





= R 



h^R 



hafi bagjc 

b^R 

ha^i hagie ha^ 



Diese Identitaten geben zugleich an, wie man zweite, 
dritte, . . Differentialcoefficienten einer Determinante durch erste 
Differentialcoefficienten derselben ausdrttcken kann. 



Beispiele. I. Weil (§. 3, \b) dR = 2^a,-^ da^j^ und 

ik 

dam == S^-—daik = 2^ s — doiv 

ist, so findet man 



*) Caucht 1. 0. p. 82. 
**) La&ran&k sur les pyr. 3. 
***) Jacobi Det. iO. 
Baltzer, Determ. 5. Aufl. 
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Rdor, 



S{ars Oik — ais €lr1c)^<^ik 
ik 



Rdoif-g — Clfg dR *^ — ^^ia ^rk ^^ik 
ik 



R^d 



— Soig «,.fc daoc*) 

ik 



II. Wenn F^ + t = ^±<'ii •• ^r + i,r+i> ^o ist (2) 
adj a^r adj a^,r+i 



^r-n • adj 






Nun isl 

adj ar + i^r + i 
folglich 



adj 



I «r 






- F. 



F^ adj ttrr — adj a^.r-n adj a^ + i,r ■=» F^ + i F;._i 
Wenn insbesondere die correspondirenden Elemente a^ und 
a^^ gleich oder conjugirt complex sind, so sind die Adjuncten 
der Elemente a^r-h\ ^^^ ^r-h^ r gleich oder conjugirt complex 
(§. 3, 5), ihr Product real und positiv. Also haben, wSihrend V^ 
verschwindet, F^^.^ und F^_j Werthe von entgegengesetzten 
Zeichen**). 

4. Wenn die Subdeterminanten des Quadrats von {\'k'n)^ 
Elementen a durch die Zeilen-Nummern der Elemente mit den 
dartlbergesetzten Golonnen-Nummern bezeichnet werden: 



<*00 <*0m 



»mO **mm 



«0n 



m . . n I 
wt . . n \ 



adj aoo 

adj a,„o =• 
so ist (2) 



m . . n 




m , , n 




w m + 1 . . n 


m+1 . . n 


adj aoo adj ao^ 


adja^o ad 


j«mm 



adj a»»m = 
adj a^m = 



m + 1 . . n 

w+1 . . n 

m+1 . . 

m m + 1 . . 



n 



=» 5 adj 






*) Weierstrass Beii. Monatsbericht 1858 p. 2U. 
**) Brioscht Det. p. 72. 
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m m + i 
m m + 1 



m+1- . 




m + 1 


•1 


m+1 . 




m m+1 . 1 


«= 


m 
m 




m + 1 . 
m+1 . 





m m+ I 
m+1 



oder, wenn die Nenner nichl null sind, 



Bei 



m + 1 
m m + 1 

m . 

m . 

ist 



m m+1 
m + 1 

m + 1 . I 

m + 1 . 



m+1 
m + 1 



m 
m 



m + 1 
m+1 



m 
m 



= 0. Bei w = fi ist S 



«00 <hn 



m+1 

m m + 1 

m+1 

m+1 



*=" <»oo 



m m+1 
m + 1 . 

I m m+1 
\ m m+1 

m + 1 

m+1 

summirt man einerseits die entsprechenden Werthe des Bruches, 
andrerseils die entsprechenden DifFerenzen, so erhalt man*) 



also 



1. Setzt man daher //* = 0, 1, .,, n, und 



m+1 . 
m m + 1 


m m+ 1 . 
m+i . 




m . 
m 


m + 1 . 
m + 1 





»00 



5. Eine Determinante nten Grades kann unter Einftthrung 
zweier nicht proportionaler Reihen von je n Unbestimmten durch 
eine Determinante Stten Grades ausgedrtlckt werden**). Zu 
diesem Zweck eniwickle man die gegebene Determinante nach 
dlen Subdeterminanten von 2 Zeilen (§. 4, \) z. B. 



«i 



^2 ^2 



C3 C4 C^ 

^3 <^4 <^5 

«3 ^^ ^5 



^1 • .. «5 

Nachdem man diie beiden Zeilen des Systems durch die Unbe- 



*) Kro?4Ecker Berl. Monatsbericht i874 MSrz. 
**) S. den Aufsatz des Verf. Leipziger Bericlite 4 873 p. 533. 

6* 
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stimipten u^ . . u^ und v^ . . v^ ersetzl hat, bilde. man die Deter- 
minante des veranderten Systems 



Ml- . 


• «3 


»1 . 


• ^i 


Ci . 


. ^5 


d, . 


^5 


e, . 


. «5 



nebst den Adjuneten 



a?i . . a?5 der Elemente «, . 


y\ • ' Vb t;, . 


Nun ist (2) 


1 1 = WJ 


Cz Ci Cj 

dz di rfj 


1 yi yi 


«3 ^4 «5 


u. s. w., folglich ist 





&1 



«2 
62 I 



X^ X2 

y\ y2 



die Entwickelung von (§. 6, \] 






^5 
ft. 



y. 



^5 



aiari + a2^2 + 
biXi +62^2 + 



tfiyi 

hyi 



«2y2 
2>2y2 



so dass die Griissen x von den GrOssen r, die Grdssen y von 
den GrOssen u, und w von beiderlei Grdssen lineare Formen sind. 

6. Analoge Satze gelten, wenn p^j^ eine Subdeterminante mien 
Grades des Systems von n^ Elementen a, dessen Determinante R^ 
und q^jg die Adjuncte der p^jg ist, fttr die adjungirten Systeme 

(§. 2, 4 u. 5, §. 4, 1) 

Pii . . Pifi ffii . • ffi^ 



Die Determinanten derselben sind Potenzen von i?, namlich*) 



^±PU .. Puu = R 



(:-\) 



^±Qn ' ' ^fifi ■= ^ 



i"^') 



*) Diese Bemerkungen sind die crstc von Cauchy 1. c. p. <02, die bei- 
den andern von FaxTiiKii <862 Crelle J. 6< p. 350 gemacht worden. 
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Beweis. Das Product -^+^3,, . . Pfif^^±qn . . 5'^^ ist eine 
Determinante ^/ten Grades, welche sich auf ihr Anfangsglied i2^ 
reducirt, weil ihr Element 

Pri^^i + .. + Prfi^Sfi' 
den Werth R oder hat, je naehdem die Nummern y und 8 
tlbereinstimmen oder nicht (§. 4, 1). 

Da nun P= ^^^p^^ . . /?„» ein Divisor von E^^ und i2 eine 
Function ersten Grades eines Elements z. B. cfj^ ist, so kannPvon 
einer Potenz von R nur durch einen von den Elementen a unab- 

hiingigen Coefficienten unterschieden sein. Unter den ^ = | ^ J 

Gombinationen der Nummern 1 bis n giebt es A = | """ J seiche, 

in denen 1 vorkommt. Es giebt also I Elemente p z. B. p, j, 
P221 .•? Pxx^ welche Functionen ersten Grades von a^^ sind, 
mithin ist P = aR^. Wenn insbesondere die nicht diagonalen 
Elemente a null, die diagonalen 1 sind, so sind die nicht diago- 
nalen Elemente p null, die diagonalen 1 , R = \j p = \^ folg- 
lich ist cf = 1, 

P^ B^, e = 2:±qn • • ^^^ = R^^^ 

7. Eine Subdeterminante Aten Grades des Systems q hat zur 
Adjuncte der entsprechenden Subdeterminante des Systems p 
das Verhaltniss R^ : P, Subdeterminanten desselben Grades des 
Systems q verhalten sich zu einander, wie die Adjuncten der 
entsprechenden Subdeterminanten des Systems p*). 

Wie oben (2) findet man die Identitaten 

P^±qfiqgu . . = i?'* adj s^PfiPgTc . . 

Q^±PfiVgU •• = R^ adj JS- + 3^i qgj,., 
folglich 

^iqfi qgk'^'' adj S.±PfiPgic . . = R^-^ 
2±PfiPgk . . : adj 2±qfiqgj, . . = R^-if^-^) 

Wenn i? == 0, so sind alle Subdeterminanten (i-h i)ten und 
hohern Grades des Systems q, so wie alle Subdeterminanten 
(,« — A-h1)ten und hOhern Grades des Systems p null. Vergl. §.3,8. 



Frakkk 1. c. und Borchardt's Anmerkung zu diesem Aufsatz. 



Zweiter Abschnitt. 
Anwendungen der Determinanten. 

§. 8. Losung eines Systems von linearen Gleichungen. 

1. I. Wenn m^ , . . , m„ lineare Forinen (homogene Functio- 
nen) der Variablen a:^ , . . , a:^ sind, namlich 

"n == ««i i»i + . . + a„„ Xn 
so heisst die Determinante nten Grades der Coefficienten 

die Determinante der linearen Formen u^ , . ., u^"^), weil, . 
wenn sie null wird, die Unabhangigkeit dieser Formen von 
einander verloren geht. 

Wenn die Determinante 22 nicht null ist, so gehCrt zii 
jedem System von endlichen Werthen Wj , . . , w^ ein bestimmtes 
System von endlichen Werthen rcj , . . , x^. Man findet 



«ln 



<»»t 



Xic = 



«11 • • «l,fc — t «1 «l,fc+l • ■ »If) 



indem man in i? die kie Golonne mit xj^ multiplicirt, und dann 
die ttbrigen der Reihe nach mit x^, a?2 , . . multiplicirten Golon- 
nen zur ^ten Golonne addirt (§. 3, 7). 

Nach Berechnung der Adjuncten aller Golonnen erhalt man, 
wenn dieAdjuncte des Elements a^;5.durch a^jj. bezeichnet wird**), 
^a?fc == ttjjt wi + . . + a„k Wtt 

*) Jacobi Det. 7. 
**) Diese AuflOsung ist die von Lkibmz, spSter von Cramer ange- 
gebene. Vergl. §. i und §. 2. 



§.8,4, 
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Denn von der Summe ct^j^u^ + . . -h cifij^u^ bleibl nur das Glied 
Rxj^ ttbrig, weil «|;j. a^,- + . . + «„;t a^^ den Werth oder R 
hat, je nachdem i von k verschieden ist oder nicht (§. 3, 2). 

II. Aus dem System 



folgt 



ax ■¥ by ■¥ c =0 
ax + h'y + c' = 



ax + c h 
a X •¥ c 



- 0, 



a hy ■¥ c 
a' h'y^c 



« 



d. i. [ah)x + (ci) = , [ac] + (a6)y = , oder 

X \ y \ \ = {he) : (ca) : (a6) 

Wenn (aft) == 0, so sind a?, y unendlich, und gentlgen der 
Gleichung 

ax -¥• by =: 0, 



X : y 



-b : a 



oder sie sind nur durch die eine Gleichung ax + fty + c = 
verbunden, mil der die andre Gleichung congruirt. 

III. Aus dem System 

ax -¥ by ■¥ ez + df « 
a'x + b'y + c'a? + d' «» 



folgt in gleicher Weise 



ax -^ d 


ft 


c 


ax + d' 


ft' 


c 


a"x + d" 


ft" 


c 



=^ 0, (aftc)a? + (dftc) = 0, u. s. w. 



X ', y \ z \ \ « (dftc) : {adc) : (aftd) : — (aftc) 

Wenn [ahc] = aa.-4- a'a'+a"a"= 0, so ist bei alien a:, y^ z 

tt{ax + fty + car + d) + a(a'x + . .) + a'\a''x + . . ) « 

d. h. die Gleichungen sind nicht unabh^ngig von einander. 
Wenn z. B. a" nicht null, so gentlgen der dritten Gleichung 
die a?, y, z, welche den beiden ersten Gleichungen gentlgen. 
Diese Werthe sind entweder nicht alle endlich, oder nicht 
alle bestimmt, so dass z. B. 

ax -h by -h cz =0 

a'x •¥• ft y+ c'z « 



X I y : z 



{be) : {ca) : (aft) 
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WO (be) = o" nicht null; oder sie gentlgen den Gleichungen 

ax + bv -¥• cz -h d >» 

a'a; + & V + <^ ^ + <^ = ^ 

WO Z = cz-H^/; oder den Gleichungen 

(a, fey + car + d) = 0, (6, csr + <? + ax) = 0, . . 
(aar + fey, C2 + cf ) = , . . 

IV. Die gegebene lineare Form der x 

V = CiXi ■¥ . . Cf^ X^ 

kann als lineare Form der u, , . . , u^ (I) dargestellt wefden, 
wenn deren Determinanle R nicht null ist. Denn bei alien x 
tindet man durch Transformation der erslen Qolonne 



M, aji a,2 



= 0, i?p + 



(?i C2 
**2 ^21 ^22 



= 



2. L5sung des Systems von homogenen linearen Glei- 
chungen (1.1) 

w, ^ 0, . . , Mrt «- fur a?i, . . , Xn 

I. Wenn die Determinanle nten Grades [R] nicht null ist, 
so wird dem gegebenen System von Gleichungen nur durch die 
Werthe a:^ = 0, .., a:^ = gentlgt. Bei alien x ist nach 
Transformation der Iten, 2ten, .. Golonne 

I Wi ai2 «,3 . I I «!! Wj ai3 . I 

t*2 '*22 ^23 • *" -RiPi <*21 '*2 *23 • =^ ^iC2 



u. s. w. Zufolge des gegebenen Systems sind diese Werthe null. 
Nun ist die Determinante R nicht null, folglich x^ = 0, u. s. w. 

11. Wenn die Determinante nteri Grades null*), eine Sub- 
determinante (n — 1)ten Grades nicht null ist, so ist das System 



*) Jacobi Det. 7. Die Gleichung i? = (»aequatio resultans« Nkwton 
Arithm. univ. p. 58) heisst die Resultante der linearen Gleichungen 
t*t — 0, . ., w„ = 0. Bkzout Hist, de TAcad. de Paris 1764 p. 288. 
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der Gleichungen Ifach unbestlmmt, eine Gleichung desselben 
ttberflttssig: wenn z. B. adj a,, nicht null ist, so ist i/^ eine 
lineare Form der ttbrigen u, und x^ bleibt unbestimmt. Bei 
alien x isl 



«i a,2 . atiXj a, 2 



=. i?a?, 



Durch Entwickelung der ersten Deterininante nach der ersien 
Colonne findet man 

&i Wi + . . + 6rt M^ == 

Nun ist b^ == adj a^^ nieht null, also w^ eine gegebene lineare 
Form der w^ , .., w^, die Gleichung ti^ = ttberflttssig. 

In der andern Delerminanle seien /^j , /^2 > • • d*® Adjuncten 
der ersien Zeile. Dann ist bei ?- = 1, 2, . ., n (§. 3, 2) 

«ria?iA + «r2A + . . + aj.„/?„ = 
und das gegebene System hat die LOsung 

1 : «2 : Xa : . . == /?i : A : A : • . 
weil //,«^ = flf^,a?i/?j -h cr^2 /:?2 + • • + ^m^n = ^- Hier ist 
/3^ = adjflfjj nicht null; ^2? A? •• s**^^ theilbar durch x^, 
welche unbestimmt bleibt. 

Wenn adj a^j^ nicht null ist, so findet man bei entsprechen- 
der Anordnung in gleicher Weise u^ als lineare Form der 
tibrigen u, und die LOsung des Systems, welche xjg unbe- 
stimmt lasst. 

III. Wenn die Subdeterminanten (n — 1)ten Grades null 
sind und eine Subdeterminante (n — 2) ten Grades nicht null 
ist , so ist das System der Gleichungen 2fach unbestimmt, 
2 Gleichungen desselben sind ttberflttssig*) : wenn z. B. 



adj 



«11 «12 
<*21 <*22 



*) Die Unterscheidung der mdglichen Fiille und die Angabe der ent- 
sprechenden Ldsungen (»paulio prolixum negotium« Jacobi 1. c.) war von 
Kronecker 1864 darauf zurlickgefUhrt worden, dass man unter den Sub- 
determinanten (n — l)ten oder niedem Grades eine aufzusuchen hat, die 
nicht null ist. S. die 2tc Auflage dieses Buchs 1864 p. 62. Ueber die 
Construction entsprechender Sysfceme von Gleichungen vergl. oben §. 6, 9. 
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nicht null ist, so sind m,, u^ lineare Formen der Wg , .., m^ 
und Xj, a?2 bleiben unbeslimmt. Bei a = 1, 2 und bei alien 
X isl 



W3 «33 



<*3l ^1 + <*32 ^3 %3 



-^1^1 + -^2^2 



nach der ersten Voraussetzting. Die Entwickelung der ersten 
Determinante nach ihrer ersten Golonne giebt 

CUa + C^Ws + . . + CnUn = 

wo c niehl null ist nach der zweiten Voraussetzung. Also ist 
u^ eine gegebene lineare Form der M3 , . . , *'n > ^^® Gleichungen 
Mj = 0, W2 = ^ sind tlberfltlssig. 

In der andern Determinante seien c^y^^y^,,. die Adjunctea 
der ersten Zeile. Dann ist bei r = 1,2,.., n 

und das gegebene System hat die Losung 

1 : 0:3 : a?4 :.. = <?; y3 : y4 :. . 

well cuy. = (a^^xi + «r2^2)^ + «^r3 ^3 + • • + ''rn^n = ^• 
Hier ist c nicht null ; ^3 , ^4 , . . sind gegebene lineare Formen 
der a?, , x^ , wahrend x^ , a?2 unbestimmt bleiben. 
Wenn ttberhaupt 

adj 

nicht null ist, so findet man bei entsprechender Anordnung in 
gleicher Weise w,-, uig als lineare Formen der n — 2 tlbrigen w. 
Nach Weglassung einer der beiden Gleichungen m^- = 0, uj^ = 
vereinigt man in dem System der tlbrigen 71 — 1 Gleichungen 
die Glieder, welche a?;, x^ enthalten, zu je einem Glied. Die 
Determinante dieses Systems ist null; von den Adjuncten der 
ersten Zeile ist eine nicht null. Also hat das System eine Liisung, 
welche a?;, x^ unbestimmt lasst. U. s. w. 

3. Zufolge der Kette von trinomischen homogenen linearen 
Gleichungen 



§. 8, *. 
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ist 









«! 


w 


= 


^ 


Ml + W2 










aa 


Wl 


=^ 


6, 


«2 + W3 




«1 




»! 








M2 
«1 


(h 




u 


h 


«1 


62 + 


!f3 
W2 



mithin ^ der aus den Gliedern |^, ~^, . . gebildete Kettenbruch. 

Sein aus k Gliedern successiv zu berechnender Naherungswerth 
ergiebt^ sich aus dem obigen linearen System unter der Voraus- 
setzung Mjt + i ^'^ ^' Wenn z. B. 



«= — a2«i + 62^2 + 



« 
— 



aaWj 



W3 

04 1*3 + &4 W4 



SO ist (1) 
^ 1 

— (12 62 

— as 



1 
63 1 

— ^4 &4 



Ml = 



aiM 



Wi 



= «! 



&2 1 




-0, 6s 1 


s 


—a^ b, 





I 
62 1 

— ^4 h 
&t 1 

^2 ^2 
— «3 



■*- aiM 



&2 
-«3 



1 
^3 1 

■«4 h 



1 

63 

-a4 



1 
64 



Wenn der Nenner durch R bezeichnet wird, so ist der Zabler 
^^Wb (§' ^' ^^)' mithin der Naherungswerth «i— ^" ' 



*)• 



4. Bei besondrer Beschaflfenheit der Goefficienten giebt es 
besondre Methoden zur Auflosung von Systemen linearer Glei- 
chungen. 

Wenn die Goefficienten des in (1) betrachteten Systems von 
der Art sind, dass 

«W = —Uik, an = 



*) Spottiswoodk i853 Crelle J. 5< p. 374. Balkr Munchener Acad. 1872. 
Vergl. §. 3, <<. 
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und wenn n gerade ist, so hat man nach den Satzen und 
Bezeichnungen von §. 5, 8 die AuflOsung*) 

(—1)* (1,2, . .,n)xu « w,(2, . ., Aj— 1, Aj + 1, . ., n) + W2(3, . ., A;— 1, A; + l, . ., w, 1) 
+ .. + M«(1,..,A;— l,A;+l,..,n— 1) 

Multiplicirt man n^mlich die gegebenen Gleichungen der Reihe 
nach mil 

(2,..,A;— l,Aj + l,..,n),(3,..,X;— l,X;+l,..,n,l),..,(l,.., A;— J,A? + l,..,«— 1) 

und addirt die erhaltenen Gleichungen, so bekommt X]^ den Coef- 
ficienten 

Oik(2,.., w) + a2k(3, .., w, 1) + .. + a„k(l, ..,«— 1) 

dessen Werth durch 

-(A:,l,..,fc-l,Ar+l,..,n) = (-i)k(l, 2, . ., «) 

ausgedrtlckt wird. Dagegen hat x^ in der erhaltenen Summe 
den Goefficienten 

— (t, 1, ..,A:-1,A;+1, .., w) 
weleher identisch verschwindet. 

5, Wenn die Goefficienten des linearen Systems von der 
Art sind, dass 

und n ungerade ist, so ist R = d (§. 3, 5), und den gegebe- 
nen Gleichungen gentlgen im Allgemeinen nur unendliche Werthe 
von Xij 072 , . . , welche zu einander bestimmte Verhaltnisse 
haben (2). 

Wenn jedoch die Werthe w, , 1/2, . . der Bedingung 

Ml aik + W2 ff2fc + . . + Mn a„fc = 

gentlgen, so ist eine Gleichung des Systems ttberfltlssig und das 
System der tlbrigen Gleichungen nach (4) auflOsbar. 
Vermdge der Identitat (§. 5, 8) 

txik == (* + l, ..,n, 1,..,» — 1)(A:+1, ..,n, 1, ..,* — 1) 



*) Jacobi Crelle J. 2 p. 356. 
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teducirt sich jene Bedingung auf 

wi(2, . ., n) + tt2(8, . ., n, 1) + . . + w„(l, . ., n-1) - 0*) 

Beispiel. Dem System 

* cy — bz = f 

— ex * -^az « g 

hx — ay * =» A 

gentlgen im AUgemeinen unendliche Werthe x, y, z, die sich 
zu einander wie a : b : c verhalten, vorausgesetzt dass keine 
der GrOssen a, 6, c null ist. Wenn aber 

af -h bg -¥ eh ^ 

ist, so folgt aus 2 Gleichungen des Systems die dritte, das System 
ist unbestimmt. 

Andre lineare Systeme von besonderer Art werden unten 
(§. 10) aufgeldst. 



§. 9. Lehrsfttze ftber die linearen Differentialgleichungen. 

1. Wenn y; eine gegebene Function von x, und r/a^ = — j^ , 

so ist die aus n Functionen y^ , ^2' * * ^^^^^ Yariablen und ihren 
Fluxionen gebildete Determinante nten Grades (§. 3, 15. Ill) 



B » 



yi yii • . yi,n-i 



yn ym ' ' yn,n-l 



entscheidend fttr die Unabh^ngigkeit der Functionen von ein- 
ander, und erscheint als Determinante der n Functionen 
von einer Yariablen. Wenn die Coefficienten b von x un- 
abh^ngig sind, und wenn y^ durch b^r/^-^ . . -h b^y^ ersetzt 
wird, so erhalt die Determinante den Worth b^R (§. 3,7). 
Unter der Bedingung b^y^ -k- . . -k- b^^^ =^ ist /? = bei 
alien x. 

*) Jacobi 1. c. 



T8 
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2. tJmgekehrt: Wenn die Determinante der n Functionen 
null ist bei alien rr, und wenn nach Weglassung von y^ die 
Determinante der Ubrigen n — \ Functionen nicht bei alien x 
null ist, so ist y^ eine lineare Form der ttbrigen Functionen 
mit unbestimmten Goefficienten , die von x nicht abhangen. 
Brioschi Determ. 1854 p. 82 und die oben §. 3, 15. Ill citirten 
Autoren. 



Beweis. Wenn bei alien x 



det(y,,y2) 



Vt tf2l 



= 0, 



so ist J - ^ 
dx yi 



d. h. ^2 • Vi ^^^ ^ unabhSingig, y^ = ^1^17 ^1 eine von x un- 
abhangige Unbestimmte. 
Ferner sei bei alien x 



det (^1,^2,^3) = 







C3 = det(yi, yj) 



yi Vn .V12 

ys ^31 ya2 
Die Adjunct en der dritten Golonne sind 
Ci = det(y2,y3) C2 = det(y3,yt) 
Nach §. 3, 21 hat man 

Ciyi + C2y2 + ^3^3 = t> 

Ci^ii + ^2^21 + Cgya, = 

C\y\2 + C2y22 + ^3^32 = 

folglich durch Differentiation 

Cixyi + ^21^2 + <?3iy3 = 

cuyii •+ <^2iyii + cziyzi *- 

<^liy2l + ^21^22 + C3iy32 =7 

Die Determinante des fttr c^ , Cj , c^ linearen Systems ist null, 
adj ^32 = C3 sei nicht null: dann hat das System die LOsung 

(§. 8, 2) ■ 

Ci i C2 I c^ = adj yi2 : adj y22 : adj ^32 

Diese LOsung ist auch die Ldsung des fttr c^, Cjj, c^^ linearen 
Systems, folglich 

c,i : C21 : C31 = Ci : C2 : C3 

A ?i = A f? 

dx C3 ' <?a? C3 
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d. h. c^ 
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Cg , C2 : C3 sind von x unabhangige Unbestimrnte 



Ebenso bei mehr Functionen. 

3. Wenn 1/ eine Function von x , ^(^) = — -| , und 

«, ctq, fli, .♦ von y, y', .. unabh^ngig, so ist 

f = ooy + aiy'+ .. + (iny^*"^ 

eine lineare Form der 3/, y', ... Wenn cr^ und a nicht null 
sind, so ist / = eine hoinogene lineare Differential- 
gleichung ftir y, und f= a eine nicht homogene lineare 
Differentialgleichung. Die gegebene Function ^^ von x, welche 
eine von x unabhSlngige Unbestimrnte (willktlrliche Gonstante, 
Parameter) nicht enthalt, ist ein particulares Integral der 
Gleichung / == 0, wenn / = bei y = y^. d. h. 

«oy< + «iyii + . . + anyin = ^ 

Wenn y^, y^j • • particulare Integrate der Gleichung /= sind, 
und 6^ , ^2 > • • von x unabhangige Unbestimmte, so sind 6, y^ , 
*i yi ■*" ^2^2 > • • Integrate der Gleichung / == (i). 

Wenn die Determinante E der particularen Integrale 
^/^y . ., y^ nicht bei alien x null ist, so hat man (i) 







yi 


yii . 


• yi,n-l 







det(y„. 


^,yn)f- 


Vn Vnx . 


. yn,n-l 












y y' 


y(») 


f 




yi yii • 


. yi,n-l yin 








yn ym • 


• y«,n — 1 ynn 


«n = 


= det(yi, . 


',yn,y)<^i 


y y' . 


. y(n-l) 


y(n) 











nach Transformation der Zusatz-Golonne. Bei / = ist 
det (yi , . ., yn, y) '=' , y — feiyi + . . + h^y^ (2) 

d. h. das Integral ^t 2/1 "*"••■*" ^n Vw ^^^ / = (das allge- 
meine, complete Integral) kann componirt werdeu aus n parti- 
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culUren Inlegralen, deren Determinanle nicht null isi, mil eben- 
soviel Unbestimmten, welche von x nicht abhSlngen. 

Die Identitat i?/ = a„(y adj y + y' adj y ' + . . ) giebt 

Nun ist — adjyC**-^) = || (§. 3, 15. Ill), folglich*) 

— - = -dxy R = e^ — »n 

B —an 

4. Aus dem Integral y = ^j j/i + . . + ^n^n ^^^ homogenen 
Gleichung /= wird das Integral der nicht homogenen 
linearen Differentialgleichung f = a durch die sogenannte 
variation des constantes arbitraires (Lagrange M6m. de 
Berlin 1775, Recherches etc. art. 1) gefunden, indem man die 
von X unabhangigen Unbestimmten durch Functionen von x er- 
setzt, welche durch je eine Quadra tur beslimmt je eine von ac 
unabhangige Unbestimmte enthalten. 

Lagrange hatte 1764 Miscell. Taur. 3 p. 179 bemerkt, dass 
die Integration der f = a auf die Integration einer nicht homo- 
genen linearen Differentialgleichung [n — m)ter Ordnung reducirl 
werden kann, wenn m particuliire Integrale der / = gegeben 
sind, deren Determinante nicht null. Die Reduction ist auch 
von D'Alembert (1. c. p. 381) in kurzen Umrissen ausgeftihrt 
worden, mit dessen Verfahren Libras Abhandlung tlber diesen 
Gegenstand (Grelle J. 10 p. 185) zusammentrifft. Mit Htllfe der 
Determinanten hat Malmst^n (Grelle J. 39 p. 91) aus n — 1 par- 
ticularen Integralen der Gleichung / = das letzte erforder- 
liche particulare Integral derselben Gleichung dargestellt. Die 
Reduction der Gleichung / == a , wenn m particulare Integrale 
der / = bekannt sind, wurde von Joaghimsthal (Grelle J. 40 
p. 48) auf analoge Weise ausgeftihrt. Das hierzu dienliche Ver- 
fahren 1st zum grossen Theil bereits von Lagrange vorgezeichnet, 
der in einer spatexn Abhandlung (M6m. de Berlin 1775 p. 190) 



*) Abel Grelle J. 2 p. 22. Vergl. Malmsten Grelle J. 39 p. 91 und 
TissoT Liouv. J. 47 p. 478. 
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das allgemeine Integral der Gleichung f = a diirch n particu- 
lare Integrale der Gleichung / = dargeslellt hat. 

Wenn y^ , 2/2 ?• m Vm gegebene particulare Inlegrale^ der 
Gleichung /= sind, deren Determinante nicht bei alien x null 
ist, so lassen sich ebensoviel Functionen von x, welche durch 
Aj , ^2 ? • • ) ^m bezeichnet werden , nach Aufldsung einer allge- 
meinen linearen Differentialgleichung (n — m)ter Ordnung durch 
m Quadraturen dergestalt bestimmen, dass 

y =« &i yi + fc2y2 + . . + Ky'm 

das Integral der Gleichung f = a ist. In der obigen Bezeich- 
nung erhalt man 

/ ' =^iyii +.- + *mymi 
y" =^yi2 +.. + ftmym2 



unter den Bedibgungen 

^1^1 + . . + &miym '=' 

2^11^11 + . . + ^miyml ■== 

^It yi,m-2 + . . + 2»»|| ym,m-2 = 

Ebenso ist 
wenn 

^11 yi,m-l + • • + &ml ym,m-l '^ * 
y(m-l-i) »^ 6iy^^„»^i + . . + 6mym,m4-l +«'+«! 

wenn 

, . dz f 

Oil yim + . • + *ml ywm = «^1 » ^^ ** * 
y(m-l-2) « Jj yi^n^ + 2 + . • + ftmym,m-l-2 + ^"+ «ll + ^2 

wenn 

, , dzi 

«^»iyi,m-l-l + .. + «>„,iym,m-l-i *= ^2, ^— =*• «11 

y(n) = fe, y,„ + . . + &^y^„ + 2j(»»-»«) 

+ Zi^n-m—l + . . + «n-m-l.l + ^n-m 
Baltzer, Deteim. 5. Aafl. 6 
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^11 yi,n — 1 + . . + ^ml ym»n-l ^ ^n—m 



Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit Oq, a^ , . . 
componirt, findet man vermdge der tlber yj, ^2^ ••> Vm S®" 
machien Voraussetzungen 

+ <*m-i-l ^ + <»tn -1-2 ^11 + . . + «n^l,n — m — 1 
+ «m-l-2^2 + . . + an^2,n-m— 2 

als Bedingung , unter welcher ^i Vj + ^2 ^i +••■*" ^m ^m ^^^ 
Integral der Gleichung (I) ist. 

Zur Berechnung der GriJssen ^i , . . , ft„| , ^i , -2^2 ? • • l>ilde 
man die Determinante wten Grades 



yi yii • 


• yi,m-2 yi^ 


ym ym\ • 


. ym,m-2 ym^ 



und die Adjuncten i^j , . . , 1;^ der letzten Colonne. Wenn man 
die tte Zeile mit h^^ multiplicirt und zu ihr die ttbrigen der Reihe 
nach mit 6,j, ^21? • • niultiplicirten Zeilen addirt, so verschwin- 
den ihre Elemente mit Ausnahme des letzten, welches fttr 
^ = m — i, m, m + l, .. die Werthe z^ z^ , ^2 ? • • aiiiii™nit. 
Also ist 



Zi = 



BmZ 



^ CiZ, «2 « 



-B«i 



Durch Differentiation findet man 



^m—l 



e^z, 



Zu = <?»! ^ + <^»^ 

;»i2 ** c^a « + 2 (?ii «' + Ci z" 

Hz «* ^^is z -^ %Ci2Z -¥ ^ Cii «" -4- Ci«" 



Folglich ist 



§. 9, 5. 
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a^z 




<*m-l-l 


{c, z^z') 


«m-l-2 


CnZ -¥ Ciz' -¥ z" 




•h C2 Z 


«m + 3 


Ci2Z + 2Ci, 2r'+ Ci 2" + «;'" 




+ C2i2^ + Ca^r' 




+ Cs « 


«m-l-4 


c,3 « + 3 (?,2 2?' + 3 (?n z'' + Ci »(») + z(*^ 




+ C22^ + 2 Cji 2f' + C2 2f" 




+ C3i« + c^^;' 




+ <?4 /2^ 



die lineare Gleichung [m — n)ler Ordnung, welcher die Function z 
zu gentlgen hat. Aus dera Integral z findet man endlich 



hi^m — l =* Vi^ 






(2 a; 



Das Integral z enthalt n — w von x unabhangige Unbestimmte, 
und jede Quadratur bringt eine dergleichen : also ist vermOge 
der erforderlichen Unbestimmtheit ^i ^i + . . + ^m ^m ^^^ ^^' 
tegral der f = a. 

5. Die lineare Diflferentialgleichung, welche zur Integration 
der gegebenen DiflFerentialgleichung zu Idsen ttbrig bleibt, ist 
im Allgemeinen nicht lOsbar, wenn sie die erste Ordnung ttber- 
steigt. Also kommen besonders die Faille ?/i = n und m -= n — 1 
in Betracht. 



Ftir m = n isi a = a^z^ 



i?M_l «= 



yi yii 



yn yn\ 
7j^ die Adjuncte von yi^^x ^^^ 



yi,n — 1 
yn,n — \ 






6* 
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folglich 

J ^n-'^n-l J «n^n-l 

das Integral der / = a, wie Lagrange a. a. 0. bemerkt hat. 

Fttr m = n — \ ist a = o^__^ z-hfff^lc^z-hz') und rj^ der 
Coefficient von y^^ in 

yi yu yi,n-3 yi^ 
^.- 

tfn—l yn— 1,1 • • yn~i,n^3 yn — i^l 

tj^ die Adjuncte von y,-„ und 

-Rfi— 1 
^i = p — 

-»» — 2 

Nun ist dB^_^ = R^_^dx (§. 3, 15), folglich 

Zur AuflOsung dieser Gleiehung bedarf man eines particularen 
Integrals u^ der Gleiehung = ^n^^iw + ^n"? i^Sl^lich 



/• «n-l 
J — a« 



(fa; 



u, = iJ -^» 



Setzt man nun das zunUchst gesuchte allgemeine Integral 

^n-2« «= Wi<^l 

folglich nach der angenommenen Bezeichnung 

(i?n-2«)' -= Wllt^i + Wlt^il 

SO erhalt man, weil ^^_, "i"*"^n^ii ^^^^ ^®^ Voraussetzung 
null ist. 



f«^«-2 
J »n«*l 



dx 



mit einer unbestimmten Gonstante. Zur Bestimmung von h^ hat 
man endlich 

it„_2 -»n — 2* 



*•=!&'•''* 
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mil je einer neuen unbeslimmten Gonstante, so dass 

y = *iyi + - + bn-it/n-l 

das Integral der Gleichung f = a ist, wie Joaghimsthal (I. c.) 
bemerkt hat. Den besondern Fall a = 0, in welchem v, selbst 
zur unbestimmten Gonstante wird, hatte Malmst^n (1. c.) frtlher 
analog behandelt. 



§. 10. Product der Diflterenzen gegebener Grossen. 

1. Wenn man in der Reihe der Grdssen a^ , ofj , . . , a^ jede 
von alien folgenden subtrahirt, so erhalt man ^n[n — i) Dififeren- 
zen, deren Product 

(cf2 — ai)(«3 — ai) . . (ffn — ai) 

(«n — «n— l) 

durch ^(cfi, .. , cifi) bezeiehnel wird. Dieses Product reducirt 
sich auf eine Determinante nten Grades, deren Zeilen geome- 
trische Progressionen enthalten, namlich*) 

^{(Xi, ..,««)«} 

Beweifl. Das Product J ist alternirend (§. 1,4). Wenn nun 
Of J * ofj ^ ^3*^ • • ®i^ Glied von J ist, so ist a^^a^^ a^^ . . ein Glied von 
— ^, folglich — oTj^^i "3^-- ®^^ Glied von z/. Diese beiden 
Glieder von J sind entgegengesetzt gleich, wenn die Exponenten 
a und b einander gleich sind. Also braucht man, um alle 
Glieder des Products zu bilden, ftir die Exponenten a, b, c, . . 



*) Gauchy J. de r^c. polyt. Cah. M p. 48. Analyse alg6br. Ill, 2 und 
Note IV. Jacobi Crelle J. 22 p. 360. Das Product der Differenzen der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung war von Waring, Lagrangk, 
Vandbrmonde betrachtet worden. Bei dem letztern findet man nur den 
besondern Fall des obigen Satzes 

(6 — a)(c — a)(c— &) == ab^ — a^b-^bc^ — b^c-^ca^—c^a 

Hist, de TAcad. de Paris illi p. 369. 
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nur verschiedene Zahlen zu setzen, und zwar Zahlen der Reihe 
0, 1, .., n — 1, well kein Exponent den Werth n erreichen 
kann. Die Glieder, welche aus 

durch gegenseitige Vertauschung der Exponenten entspringen, 
lassen sieh auch durch gegenseitige Vertauschung der Dignanden 
ableiten, und sind Glieder von J oder von — z/, je nachdem 
sie durch Permutationen der einen oder der andern Glasse ent- 
standen. Also ist das Product J von der Determinante 



nicht verschieden (§. 2, 2). 

Von a] 
ttbrig, also 



Jn(n— i) 

Von alien 2 Gliedern des Products bleiben nur n\ 



bei 3, Grossen 6 statt 8 
» 4 » 24 » 64 

» 5 » 120 » 1024 u. s. w. 

Beispiele. 

I as' as A ft2 I 

2. Jede ganze alternirende Function der Variablen a^ , ^2 ? • • ? 
cf^ ist durch das Product der Dififerenzen z/(ai , . . , %) theilbar*) . 
Denn durch die gegenseitige Vertauschung von irgend zwei Va- 
riablen erhalt die Function den entgegengesetzt gleichen Werth ; 
daher verschwindet sie, wenn die beiden Variablen von einander 
sich nicht unterscheiden (§. 2, 4) ; also ist sie durch die Diffe- 
renz derselben, mithin durch das Product J theilbar. 

Der Quotient der ganzen alternirenden Function durch das 
Product der Differenzen ihrer Variablen ist je nach der Anzahl 
der Dimensionen entweder eine von den Variablen unabhSngige 
Zahl, oder eine (permanent) symmetrische Function der Variablen. 



*) Gaucht I. c. p. 46. 
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Z. B. die Determinante (\) ^±,cci^a2^ .. ccn^'~'^ ist eine 
ganze alternirende Function von ebensoviel Dimensionen als das 
Product J. Der Quotient der Determinante durch das Product 
ist i , weil das Anfangsglied der Determinante mit dem An- 
fangsglied des Products auch dem Zeichen nach ttbereinstimmt. 
In der That ist (§. 3, 6) 



1 ai ai^ 
1 aa 02^ 
1 as as* 



(cf2 — ai)(a3— ai) 



1 a, 
ir^- 
az- 






1 tfi+as ai2 + aia2 + aj^ 
1 «! + as ai^ + aiaa + a32 



(a2— ai)(a3— ai) 



1 02 n^ 

1 as as^ 



u. s. w. Andre Beispiele solcher Quotienten kommen im Fol- 
genden vor. Die allgemeine Berechnung derselben ist von 
Jagobi Grelle J. 22 p. 365 gezeigt worden. 

3. I. Wenn q^i[x) eine ganze Function tten Grades von x 
ist, in der die hQchste Potenz den Goefficienten \ hat, so findet 
man*) 



1 ^i(a,) 
1 ^i(a„) 



^»-i(ai) 



yn-i(an) 



1 ai 



ai-- 



— A 



indem man zur letzten, vorletzten, . . Colonne in J die mit den 
erforderlichen Goefficienten multiplicirten voranstehenden Golon- 
nen addirt (§. 3, 7). Wenn die hochsten Potenzen von x andre 
Goefficienten haben, so ist die Determinante J mit dem Product 
dieser Goefficienten zu multipliciren. Wenn z. B. 



9x{p^) = \i) 



x{x—\) ..(a?-~t+l ) 
1.2 .. i 



*) BoRCHARDT uber eine Interpolationsformel. Abhandl* der Berl. 
Acad. 1860 p. 4. 
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so findet man 

' (?) {/-!■) 



J 

2"-a.3"-5..(n— 1) 



' C") ■ ■ (.'-■) 

Und wenn a^ ^= a^ a^ ^= a + l, . ., ot^= a + w — 4, so ist 
di « 2:»-«.8"-^..(n— 1) 

■ (0 ■ (.1.) 



■rr') •e::T*) 



« 1*) 



II. Wenn €p^[x] = a^^. + aj|a?+ . . +<7,i__i^^a:'* ist, so 
hat man 

«= 2^±aoo.-«n-i,n-t^(ai» ••»««) 
^o(«») • • ^n-i(a«) 

nach der Multiplicationsregel (§.6, 1). 

Dem angegebenen Lehrsatz steht ein allgemeinerer zur Seile. 
Wenn 

^{^>y) = ^o(a?) + yi(ip)y + .. + ^«-i(a?)y"-* 

eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man fttr i 
und k alle Zahlen von bis n — 1 setzt, so erhalt man bei 
nochmaliger Anwendung der Multiplicationsregel**) 

4. Wenn man das Product aller Differenzen der GrOssen 
cfj , . . , a^ mit dem Product aller Differenzen der Gr5ssen /^i , . . , j^n 
multiplicirt, so erhsilt man eine Determinante nten Grades. Nach 
der Multiplicationsregel (§. 6, 4) ist 



*) Vergl. §. 3, iO. Stkrn Crelle J. 66 p. 285. 
**) BoRCHARDT BeH. Monatsbericht 4859 p. 378 und Crelle J. 57 p. 4 42. 
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J(ai,..,a„)J(A,..,/?„) 



1 a, 

1 On 



flfl 



n — 1 



avT 



1 A . . A^ 



1 fin 



/^~* 



Cji 



wenn 



Cik = 1 + «ifik + «iW + . . + ^,n-Xp^n-x _ T-^^i^ 

od6r wenn 

Insbesondere ist 



^(ai» --^anP 



«2 






wenn 

Si = «!* + 02* -¥ .. + «?„* 

Denn in diesem Falle reducirt sich das Element Cfj^ der zu bil- 
denden Determinante auf die Summe der [i-hk — 2) ten Po- 
tenzen der Gr5ssen crj , . ., a^. 
AUgemeiner hat man**) 

*1 «2 • • *m 



-S[J(a,, aj, ..,am)^] = 



*■ 5L, 



wenn die Summe die s^mmtlichen yj Glieder umfasst, welche 

aus dem Anfangsglied J(a^, Wj > ''y ^w)^ dadurch entspringen, 
dass an die Stelle der Grttssen a^ , aj, . . , a^ je tn verschiedene 
aus der Reihe or, , . . , a^ geselzt werden. Denn unter der Vor- 
aussetzung 



Cik =- «t4-fc-2 = ori*-*ai*-» + «2'-*a2*-' 



i-i„ k-i 



ist die durch S^^ bezeichnete Determinante in eine Summe von 
Quadraten zerlegbar (§. 6, 3), namlich 

*) Gauchy Exerc. d' anal. 2 p. 469. 
**) Caylby Liouv. J. 4 4 p. 298 und Borchardt Liouv. J. 42 p. 58. 
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§. 10, 4. 



^Sl 



1 «! 



1 «« 



«i' 



t— 1 I2l 



am*" 



wobei das Summenzeichen die angegebene Bedeutung hat. 

6. Ebenso wird die umfassendere Summe 

^{z(«i)z(a2) . . X(«m)^(ai. a2> • •» am)^} 
durch die Determinante mten Grades 



^1 

«2 






*m — 1 *m 

ausgedrttckt*), wenn xi^i) gegeben isl, tind 

Setzt man insbesondere 

(0 xM - ^(^-«t) 

so wird t^ = u„x — "a + 1 > ^'^^ ^^® Determinante T lasst sich in 
eine Determinante (in+i) ten Grades transformiren, wie folgt**). 
Nachdem man jede Colonne mit — 1 multiplicirt hat, findet 
man (§. 3, 3) 

1*0 t*, . . 1 

U^ — Un-iX U^^i — U^X . . 

Addirt man zur zweiten Zeile die mit x multiplicirte erste Zeile, 
so behSllt man in der zweiten Zeile 



Wl 



wa 



Wenn man diese mit x multiplicirt und zur dritten Zeile addirt, 
so behalt man in der dritten Zeile 

u. s. w. Daher ist unter der Yoraussetzung (I) 



*) JoACHiMSTHAL Cfelle J. 48 p. 394 und Borchardt iiber eine Inter- 
polationsformel p. 8. 

**) Vergl. Jacobi Crelle J. 30 p. 429. 
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Mo Wl . . t*m-l 1 


T — 


«*1 M2 . . Wm a? 




Wm t*m-|.l . . t*2m-l «?*" 


Setzt man ferner 


(11) Z(«t) - 6t(ar-a.)(y-flr<) 


SO wird 


^1^- 


w^+2— t*^+i«— (t*^+i— w^«)y 



und die Determinante T kann in eine Determinante (»n4-2)ten 
Grades transformirt werden. Man hat n^mlich wie vorhin 



T — 



1 Ml — U^X M2— MiO; 

Ma — MiiT— (mi — Moa?)y M3 — Uja? — (14— Mia;)y 
M3 — Mja: — (m2— Mia?)y M4 — Mja: — (mj— M2a:)y 





1 Ux—U^X 


• . 


M^ — M^__ia: 




=■ 


y Ui — uix 


Wm-i-i— w^a? 






jT M« + i— M«,a: . . 


Warn — «2m-ia? 




1 


. . 




1 X 


. . x*^ 


1 Mq 1 


^i — UoX . . 




1 Mo M, 


. . «*m 


y «i 1 


1*2'— MiO? . . 


=» — 


y Ml M2 


. <*m 








fT «*m W^ + 1 . 


. W2« 



6. Unter der Voraussetzung 

f(x) = a„a:» + a^-ja?"-* + . . + ao 
== a^(a?— «!)(«?— 02) . . (a? — a„) 

kann die Detenninante mten Grades (4) 

«0 «i . . «m— 1 



^m « 



«1 
«2 



«m-l 



*2iw — 2 



« 2:{j(ai,..,a«)a} 



durch die Goefficienten von f[x) ausgedrtlckt werden. Man bilde 
aus den w— 2 Zeilen 
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10 0... 
10... 
1... 

und aus den m folgenden Zeilen 

. . «o <1 • • »m-l 
. . «o «i •••«!« 

*0 *1 *2m — 3 

^1 '2 *Jm— 2 

ein System von (2w — 2)^ Elementen, dessen Determinanle von 
S^ nicht verschieden ist (§. 3, 3). Die Golonnen dieses Systems 
werden transformirt, die erste, indera man sie mil a^ multipli- 
cirt; die zweite, indem man sie mit a^ multiplicirt und zu ihr 
die mit a^__i muUiplicirte erste Colonne addirt; die dritte, in- 
dem man sie mit a^ multiplicirt und zu ihr die mit ^n— i > 
On— 2 muUiplicirte 2te, lie Colonne addirt; u. s. f. Dadurch 
entsteht das System der m — 2 Zeilen 

«n ^n-l «n — 2 • • • 

a„ a„_i . . . 

a„ ... 

und der m — ^ folgenden Zeilen, die mit m — 2, m — 3, . . Nullen 
anfangen, 

. . a^8o o««i + an-i«o • • 

. . O„«o «n«l + «n — 1«0 »n«2 + »M-l«i + «n-2So • • 

und der Schlusszeile 

«n«l «n«2 + «n-i«i «n«3 + Oh- i«2 + «ii-2«l • • • 

Die Determinante dieses Systems hat den Werth o^*^'^^S^ 
(§. 3, 4. u. 7), und die Elemente kdnnen mit Httlfe der Newton - 
schen Identitaten*) 



*) Newton Aritbm. univers. ed. 's Gravesande p. 492. Man leitet die- 



selben am einfachsten aus der IdentitSlt der beideii fiir ^.7^-^ sich darbie- 



tenden Ausdriicke ab. 
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»n«i + «»-i«Q — (n—1 an_i 
reducirt werden. Fttr die Schlusszeile hat man, well Sq = n ist, 



Demnach findet man 






«n 


a«-i 


f^n-2 





»n 


«ii-l 








ttn 



nan (n— 1)a„_, 

na„ (n-l)tf„_, (n— 2)a„_2 
«n-i 2art_2 SOn-8 



eine Determinante (gm — 2) ten Grades, bei welcher die m — 2 
ersten und die m — 1 folgenden Zeilen in Bezug auf die nicht 
verschwindenden Elemente ttbereinstimmen. Insbesondere ist 



— a»4^ « 



-«n2^2 * 


nan (n-l)an 
an- 1 2a„_2 


— 1 




an .«»-l 


«n-2 


ttn-S 


nan 


(n— l)a„_i 


(n-2)an^2 


nan (w — l)a«- 


.1 (n-2)a„_2 


(«— 3)a„«a 


an-i 20n-a 


3an-8 


4a 


tt — 4 



u s.w. 



7. Das Quadrat des Products von alien Dififerenzen der 
Grttssen or,, aj, .., or^ (4) 

kann durch Werthe des Diiferentialquotienlen der Function 

f(x) — a„(a?— ai)(a?— a2) . . (a^— ^n) 
ausgedrUckt werden. Man hat nSimlich 
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f'(«t) ^ ^n (at — aj)(«i— as) • • («i — a„) 
f\^2) — (as— ai) a* (aj— ffa) • • (aj— «!•) 
Aaa) -" (a3— ai)(«8— aa) «« • • (a?— «„) 

folglich*) 

^ ^ r(ai)..na„) = (-1)*"^— ^^a,nj(a,,..,«„)2 
Ebendaher findet man fttr m << n 

r(ai)..r(a„,) = (-l)*"*^"-*^an"»J(a„..,02p 

wenn P das Product aller Differenzen der Grossen of, , . . , a^ 
von den GrOssen (Subtrahenden) or^ + i, .., or^ bedeutet. 

Beispiel. Wenn a^, .., a^ die nten Wurzeln von 1 sind, 
so ist 

Und wenn a^ ==== 1, so hat man 

^(ai, .., an-ir =" f'feOa (—1)^ w" 

8. In der Determinanle nten Grades 



P — 



1 «^ . . «n«-^ 



hat das Element u^ die Adjuncte 

(—l^-^^Cai,.. ,«<_!, at+i, .., a„) 

wie sich ergiebt, indem man die tte Zeile zur Schlusszeile macht 
(§. 2, 3). Nach der angegebenen Bezeichnung ist 

., , ^(ai;»Man) 

^^(«i,..,«.-i,a,^„..,an) - (a,_aO..(a<-a,-0(«..Hi-a,)(«„-«,) 

3ildet man nun 

/"(«•) ^ («t— ai) •. (a<— a,-i)(ai— a^+i) .. («<—««) 



*) Caucht J. de r6c. polyt. Gah. 47 p. 485. 
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so findet man 

(-1)— *J(a.. .., a<_., «<+,,. .. «„) - ^^yi;^)""^ 
and daher folgende Entwickelung der gegebenen Detenninante 

9. Bezeichnet man durch P^ die Determinante , in welche 
P (8) ttbergeht, wenn «/ an die Stelle von u^ tritt, so ist fttr 
beliebige r*) 

TM'^' Tifln) ^(«l,..,«n) 

Die Determinante P^ ist null, wenn die letzte Colonne mit 
einer der tlbrigen Colonnen tlbereinstimmt. Also verschwindet 
die Summe der Quotienten fttr r = 0, 1, . ., n — 2. 

Die Determinante P^ geht in das Product J ttber, wenn 
r = n — 4. Also hat fttr r = n — \ die Summe den Werth \. 

Die Determinante P^ ist fttr r == n — 4, n, n-«-1, .. eine 
ganze alternirende Function von a,, .., or^, mithin durch das 
Product /i theilbar (2) . Also ist fttr ganze r'^ n — \ die 
betrachtete Summe eine symmetrische ganze Function Q^ der 
GrOssen a^ , . . , a^ von r — n -f- 4 Dimensionen. 

Wenn nun q>[x) = ao-f-a^aj-f-ajoj^-f- . . ist, so findet man 
aus 

J. « r **« J. «» J. J. "» ^ 



"'(/^ 



) ^ n<h) tm) 



durch Addition der Colonnen die Summe 



*) Caucht 1. c. p. 497. 
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und durch Addition der Zeilen den Werth dieser Summe, der 
null isl, wenn cp{x) (n — 2)len oder niedern Grades, der aber 

betragt, wenn (f)(x) hdhern Grades ist*). 

Nach dem von Euler (Gale. diff. II, 407) formulirlen Funda- 
mentalsatz tlber die gebrochenen Functionen ist 

f(z) z—at ' ' z — an 

Nun ist 

-J--i^('«y (A = 0,l,2...) 

z — a Z \Z ) ^ » > » y 

Also ergiebt sich in der Entwickelung der identischen Ausdrttcke 
nach falleiiden Potenzen von z als Coefficient von js"*'"" * einerseits 

andrerseits (Euler Introd. I, 270) 

^ n i /*,»,.. — 0,1, 2,.. \ 

so dass die Summe der Producte von je r-f-1 — n gleichen oder 
ungleichen Factoren der Reihe a j , . . , a^ den Werth Q^ aus- 
drttckt**). 

10. Durch Entwickelung der Determinante (4) 

1 «! . . ai""" 
J(ai, . ., an) ■" • 

1 «« . . a„«- 

nach den Elementen der tten Zeile erh^lt man 



*) Den ersten Theil dieses Satzes hatte Eulkr Calc. integr. II §. 4 469 
gegeben. Zwei allgemeinere S^tze hat Brioschi Grelle J. 50 p. 239 hinzu- 
gefiigt. Der Satz wurde von Jacobi Grelle J. 44 p. 284 auf Functionen 
von 2 Variablen ausgedehnt. Die Werthe F^ und Q^ fur negative ganze r, 
sowie die Determinante eines Systems, dessen Zeilen Potenzen der a mit 
beliebig gegebenen ganzen Exponenten enthalten, sind von Nakgblsbach 
Programm Zweibriicken 4874 untersucht worden. 
**) Jacobi Disq. de fract. simpl. 4826 p. 5. 
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Denselben Werth hat (8) 

(— l)''~*y'(a.) '^(ttl, .., «<-!> Of+l, .., ffn) 
Nun ist 

fM « «<"-* + ^n a.''^' + <^i2 «**•-' + . . 
wenn mandurch C(j^ die mit dem Zeichen ( — 1)* versehene Summe 
der Producle von k verschiedenen GrOssen der Reihe or^ , . . , ttj-__i , 
^♦ + 1? • '7 ^n bezeichnet. Daher hat man die Identit^t 

^ik = (— l)''~*Ci,n-k^(ai, .., a^-i, a.+ i, ..> an) 
Ojj^ ^f n k 

11. Aus dem linearen System 



findet man nach §. 8, 4 
mithin (40) 

Wenn man zu dem gegebenen System die Gleichung 
Xi + X2Z + . . + a;„«"~* == g){z) 
hinzufttgt, so erhSlt man (§. 8, SI) 
1 «! «!« . . «!»•- 

1 «n «»2 

1 z z^ 



n— t 



^""^ ^(^) 

In dieser Determinante hat g){z) den Goefficienten ^(«i, . ., «n) 
uhd u^ den Goefficienten — ^(ffn • •? «♦— 17 -2, a^ + i, .., a^)* 
Nun ist 



^(ai, .., ««) 



z/(«i, . ., a»_i, a<+i ,..,«„» a») 



und nach der obigen Bezeichnung (8) 

Baits er, Determ. 5. Anfl. 
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folglich hat man^ 



§. 10. 14, 






A^) 



zur Berechnung der Function (n — 1)ten Grades, welche ent- 
sprechend den Werlhen or^ , . . , or^ der Yariablen die Werthe 
^n • • ? "n annimml. Die Unbekannte xj^ ist der Coefficient 
von 2*"~Mn (p[z)^ und erhalt den oben angegebenen Worth, 
wenn man 

entwickelt (10). 

12. Aus dem linearen System 









Xy 


+ 


. . +a:„ 


= 1 








a?i«i 


+ 


. + a;„of„ 


= < 








a^iai"- 


^ + 


. +a?„a„"-i 


^t"- « 




erhalt man 


(§ 


8,1) • 












1 


. . 


1 




. . 1 


I 


1 


Xi 


«! 




«» 


= 


. . a*-i 


* 


«t + i . . 




«,"-» 




«»*-^ 




. . «,-!»- 


^»-i 


«i+i~-' . . 



Setzt man beiderseits das ?te Element ansEnde, so bleibttlbrig* 

_ /'CO 

13. Aus dem allgemeinern linearen System 
a?i + . . + a?„ = Wi 



a?iar 



a^nffn""' = Wn 



*) Lagrakge's Interpolationsformel (4795) J. de Tec. polyt. Gah, 7 — 8 
p. 417, welche von dem Fundamentalsatz liber die gebrochenen Functionen 
sich nicht unterscheidet. 

**) Lagrat^ge M6m. de Berlin 1775 p. 186. Gaucht J. de 16c. polyt. 
Gah. 17 p. 73. 
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fiDdet man nach der angenommenen Bezeichnung (10) 

i^ifM ^- UiCi^n-l + «2Q,n-2 + . .♦) 

In der That isi 

eine Function, welche bei z = a^ auf /'(or^-) sich reducirt und 
die bei den andern Werthen von z aus der Reihe a, , . . , a^ 
verschwindet. 

Anslatt der GrOssen C,-^__j, Qy^__2) •• findet man, wenn 

gegeben ist, andre Ausdrttcke auf folgendem Wege**). Man 
bilde die Functionen 

f,{z) ^ z ^C, 

f^{z) ^ z2 ^ dz + Ca 

fi{z) « «3 + C,2r2 + C2Z + C3 

u. s. w, Dann hat man, weil z^ — i^ durch z — / theilbar ist, 

^Ef- = ^»-'(^) + '^»- '(^) + .. + <«-' 

und insbesondere, weil /(a,), /(ofj), .. verschwinden, 

I*' — — flf I 

/-^^^ = fn-i{z) + a^f„-i(z) + .. + «,»-» 

Z — CI2 

u. s. w. Aus diesem System erhSllt man vermOge der gegebenen 
Gleichungen 

'^ ^\2f-a, ar— Ufa «— «»j 

= Wi/'n-l(^) + W2/'n-2(^) + .. + «« 

Demnach erscheinen a:^, 0:2, . . als die Zahler der Partialbrttche, 
in welche man die gebrochene Function 



*) Caucht Anal, alg^r. Ill, \. Vergl. Lagrange M6m. de Berlin 4774 
Reflexions art. 400. 

**) La6RAi«6E M6m. de Berlin 4792 p. 248. Vergl. Scheibt^kr Leipziger 
Berichte 4856 p. 65. 

7* 
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zerlegen kann. Fttr z = cc^ bleibt ttbrig 

Hiernach sind die Ausdrtlcke /^ (a^-), /2(a^-), .. gleichbedeutend 
mit den oben gegebenen C^-^, C^-j, .. und enthalten die Grosse 
a^ nicht, wie man bei ihrer Bildung bestatigi findet. 

Wenn insbesondere u^ = 1 , Wj = ^ "3 = '^) • • >st, so wird 

in Uebereinstimmung mil f12). 

14. Eine binSre Form (2w — 1)ten Grades (eine homogene 
ganze Function der Variablen x und y) kann durch n Glieder, 
(2tn — 1)te Potenz«n binarer Formen ersten Grades, ausgedrttckt 
werden*). Denn die Form 

aox^^-' + ai (»»»-») a;*» -ay + . . + a2„_,y'«-» 
wird durch 

ausgedrttckt, wenn die Goefficienten der Potenzen von x der 
Reihe nach mit den gegebenen Goefficienten ttbereinstimmen, 
wenn also 2?i Functionen der Unbekannten ft^, . . , ft^, a, , . ., 
a^ ebensoviel gegebene Werthe Oq, . ., aa^^j haben. Dagegen 
wttrde bei der analogen Darstellung einer binaren Form Sinten 
Grades durch 2nte Potenzen die Anzahl der Unbekannten von 
der Anzahl der fttr sie aufzustellenden Gleichungen verschie- 
den sein. 



*) Sylvester (Philos. Mag. 4854, II p. 394) hat diese Transformation 
gezergt und den gesuchten Ausdruck den canonischen genannt. Ueber 
den canonischen Ausdruck einer binaren Form geraden Grades hat Syl- 
vester a. a. 0. und Cambr. and Dublin math. J. 9 p. 93 Untersuohungen 
raitgetheilt. Vergl. Cayley Crelle J. 54 p. 48. 
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Die verlangte Transforniation erfolgt uhter den Bedingungen 



«0 


= ^'l 


Ol 


«6lflf, 


«2 


« h,a,^ 



+ K 

+• *» «!• 



Um denselben zu' genUgeq, bildet man die Function , ; 

f(z) = {z^a,) . . {z-an) = C„ + C^-iZ + . . + C,2r~-» + 2r« 

welche verschwindet, wenn z einen der Werthe aj, ofj, , . an- 
nimmt, und demgemUss aus der Iten, Sten, . . Bedingung, in- 
dem man jedesmal die n folgenden Bedingungen hinzuzieht, 
das System von Gleichungen 



Cnao 


+ C„_ 


i«i + . 


. + C?i«n-1 


+ «n 


« 


On at 


+ ^»- 


lOj + . 


. + ^l«n 


+ «ii + l 


=i* 0^ 



^n«»-l + ^n-l«« + . . + C^i.«2n-2 + «2n^l 

Daher ist nun 



== 



iJ = 



1 2? 

«n— 1 «n . . «2n-l 

1 Z , , Z^ 



<»2n— 1 



— 






« ^r(^) 



also sind cfj, .., a^ die Wurzeln der Gleichung E = 0. Diese 
Gleichung gehdrt zu den oben (5) betrachteten. Die Grdssen 
*i 7 • • 7 ^n werden dann aus den ersten n Bedingungen gefunden 
(43) , und zwar ohne Unbestimmtheit, wenn die Wurzeln a^ , . . , or^ 
endlich und von einander verschieden sind. 

15. Wenn die ganze Function (fit^^ • • > ^w) ^^ Bezug auf jede 
der Yariablen den (w — 4) ten Grad nicht tlbersteigt, und wenn 

f(z) =- {z-^a^){z'^a2) .. (z^an) 
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so findet man durch wiederholte Anwendung von Lagrange's 
Inlerpolationsformel (44) 

eine Summe von n** Gliedem, welche dadurch gebildei werden, 
dass man ftlr h^ i, . ., p alle Zahlen von 4 bis n setzt. 

Wenn insbesondere die Function (p alternirend ist, mithin 
zu ^(e^, .,,<„) ein conslantes Verhaltniss hat (2t), so verschwin- 
det jedes Glied der Summe, in welchem die Nummern ^, i, . . , p 
nicht alle von einander verschieden sind, und man hat fttr 
A, I, .-, p nur die Permutationen von 4, 2, . ., n zu setzen^ 
Dabei ist (7) . . . . ... 

und der Quotient ^ [ccf^, a^, .., a^) : ^{ofj, .., a^) hat den 
Werth 4 oder —4, je nachdem die Reihe A, i, . . , p mit 
4 , 2 , . . , n zu derselben Classe von Permutationen gehOrt oder 
nicht. Daher bilden die Glieder der Summe eine Determinanle 
wten Grades, und man hat*) 

^(^l;«-,^)^(« l, . », «h) _ f vjndi-l) y . 1 1_ 

Anmerkung. Entwickelt man den Quotienten 

nach fallenden Potenzen von t^, . . , <^ , und bezeichnet man, den 
Coefficienten von (f^, /j •• 'n)^^ durch 






*) Caucht (Exerc. d'anal. 2 p. 454) hat diesen Satz gefunden und 
durch die im folgenden Artikel mitgetheiite Betrachtung bewiesen. 
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so erb^t man auch in dem Falle, dass die Function q> in Bezug 
auf die einzelnen Yariablen den (n — 4) ten Grad ttbersteigt, 

also insbesondere 

rJ(«i,..,<„)V'(<,,..,/„) 



in(n-i)^y'(«u ..,an)*) 






r^(fn 



fM..f{tn) 



-](^i..«« 



)-' 



== ^(«,,..,«n)^:sO. .««'"'•**) 



Die Glieder dieser beiden Summen werden aus den Permuta- 
tionen der GrOssen «i , ffj , . . , cr^ gebildet. 

16. Dass die Determinante 

t 1 



C = 



1 



*n— «» 



den angegebenen Wertb (45) 



(-ir 



fM./nt,) 



besitzt, wird durch folgende Betrachtung erkannt. . Wenn man 
die Zeilen der Determinante C der Reihe nach mit /(<^), /(^2)? • • 
multiplicirt, so erhalt man 



Cf(h),.f{t^) 



^^^mi 






eine ganze alternirende Function (2) sowohl von ^j ,..,<„ , als 
auch von a, , . . , or^, und theilbar durch J{t^, ..jt^) J[a^, , .,a^). 
Der Quotient ist eine von den GrOssen «,,.., <^ , a^ ,.. ^ «„ un- 
abhangige Zahl, welche sich da durch ermitteln lUsst, dass man 
den GrOssen t^, , , , t^^ der Reihe nach die Werthe a^ , • • ? ^w 



*) Jacobi Crelle J. 22 p. 368. 
**) Bktti Crelle J. 54 p. 98. 
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zuertheilt. In diesem Falle verschwinden alle die Elemente der 
Determinante, welche neben der Diagonale stehn; daber bleibt 
voD der D^terminante nur ihr Anfangsglied tlbrig, welches in 

n«,)r(«2)..r(«n) - (-i)*"^"~'^z/(«i,..,«j2 



ttbergehl (7). Also ist 



der gesuchte Quotient. 



(-iX*"^"-'^ 



17. Die Adjuncte y^^ des Elements j^^ — entsteht aus der 

Determinante C (46) durch Weglassung von t^ und ay, in den 
Reihen t^^ . . , t^ und a^ , . . , a^ und durch Multiplication mit 
(— 4)*"*"^. Daher hat man y^ 

Indem man noch die Function 
bildet, findet man (8) 

und mit Htllfe dieser Werthe 

y.7. = (-1) ;^(^^ ) . . yr(^j 7C^r(«fc) «fc-<i 



18. Aus dem linearen System 

^^ - - ^•^ u, 



h—ax ti — an 



^1 _,_ _,. ^n 
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findet man nach §. 8, 1 

Ca?fc « wiyifc + .. + UnYfik 
mithin (17) 

^ fM t^n r) 






Vn) in — Ok) 



Anmerkong. Der besondere Fall, in welchera alle Zeilen 
und Golonnen des Systems 



1 



*n--«l 



1 



Wl 



harmonische Reihen sind, kommt in der Theorie der approxi- 
mativen Quadraluren vor (Gauss 1814 Gomm. GOii. Tom. 3. 
Vergl. Jacobi Grelle J. 1 p. 301, Schellbach Grelle J. 16 p. 192, 
ScHEiBNER Leipz. Berichte 1856 p. 73, u. A.) und ist von Joa- 
CHIMSTHAL Grelle J^ 48 p. 411 neu behandelt worden. Vergl. auch 
LiGOwsKi Grunert Archiv 36 p. 181. 



19. Wenn man die Determinante (16 ff.) 

y.l ^ ^ Yin 



C — 



.^•— «! 



^i—«n 



nach t^ differentiirt, so erhUlt man eine neue Determinante, welche 
von C dadurch sich unterscheidet , dass die Elemente der iten 
Zeile 



— 1 



sind (§.3, 15). Daher ist**) 

1 



(_-l)n._r__ 



1 



(«i-«i)2 
, . 1 



1 



(^n-«l)2 ' • {^n-(Xn)^ 



= B 



*) Hadenkamp Grelle J. 22 p. 484. 25 p. 482, Liouville J. 44 p. 466. 
Hermitb Grelle J. 52 p. 43. 

**) BoRCHARDT Berl. Monatsbericht 4855 p. 465 und Grelle J. 53 p. 493. 
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20. Wenn man die Determinanle B durch die Determi- 
nante C dividiri, so erhalt man 



C (tt-aH)(h-ai)..(t,-ttf) 

eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man fttr 
h, i, . ., p alle Permutationen der Nummern 1, 2, . . , n setzt*). 

Beweis. Das Product 

(f, — a, tn — an) 

ist eine ganze alternirende Function sowohl von t^, . ,, t^^ als 
auch von cr^ , . . , a^ , und theilbar durch J[t^ , . . , t^)J(a^ , . . , a^) . 
Der Quotient ist eine symmetrische Function <3P(<i, . ., t^), welche 
in Bezug auf jede der Yariablen den (n — 1)ten Grad erreicht 
und daher (15) durch 

fih) . . f(tn) 2 /-(a,)..rK)(^,-«,)-"Tf^v 
dargestellt werden kann. 

Wenn nun /j, ^j? ••? ^n ^^^ Reihe nach die Werthe cfj^j 
a^-, . ., Op erhalten, welche nicht alle von einander verschieden 
sind, so verschwindet 

Bm)K .f{tny 
J(^1,..)^(«I,..) 

weil nicht nur 2?, sondern auch . . verschwindet, wahrend 

z. B. ^1 und ^2 nait cr;^ zusammenfallen. Also findet man alle nicht 
verschwindenden Glieder der Summe, indem man fUr A, «, . . , p 
alle Permutationen der Nummern 1, 2, . ., n set^t. Wenn aber 
hj ^2 ? • • > 'n ^^^ Reihe nach die von einander verschiedenen 
Werthe a^^ a,-, . ., a^ erHalten^ so bleibt von der Determinanle 

nur ein Glied s [f'[cih)f'[^i) ••/(«/>)? *^l>rig, wahrend 



*) BoRCHARDT 8. 8. 0. Vergl. JoACHiMSTHAL Cpellc J. 53 p. 166. 
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(Ibergeht; Daher ist 

Anmerkung. Nach (19] hat man die Identitat 

Der DifferentialcoefficieDt (§. 3, 15) ist der Quotient einer alter- 
nirenden ganzen Function von f, , . . , f^, dividirt durch/(«J2 ^ ^ 
/(<^)2. Indem man denselben durch J{t^j .., <n) dividirt und 
den Quotienten mit f{t^) ,,f[t^) multiplicirt , erhalt man die 
erzeugende Function aller ganzen symmetrischen Functionen von 
den Wurzeln der Gleichung f[z] =0. Denn die Entwickelung 
der IdentitSit nach fallenden Potenzen von ^i , . . , *n g^c^t einer- 
seits die symmetrische Function der Wurzeln 

andrerseits den Ausdruck derselben durch die Coefficienten der 
Gleichung, wortlber man in der angeftlhrten Abhandlung weitern 
Aufschluss findet. 

21. Durch die Formel D[a^^ ••? ^nl^n ••? ^w) ^^^^ ^^^ 
Product aller mn Diflferenzen x^ — or^j. bezeichnet (vergl. 1). 
Dieses Product ist eine symmetrische Function der a?i , . • , a?m> 
und hat in Bezug auf jede Variable den Grad n. 

Eine Function (n — 1)ten Grades von x wird durch die 
Werthe bestimmt, welche die Function bei a; =: a^ , . . , or^ hat ; 
zur Construction dieser Function dient die LAGRANCE^sche Inler- 
polationsformel (11). Ebenso wird eine symmetrische Func- 
tion der ajj, .., o:^, welche in Bezug auf jede Variable den 

Grad n — m hat, durch die y\ Werthe bestimmt, welche die 

Function erhillt , wenn fUr a:, , . . , x^ alle Combinationen miex\ 
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Grades der gegebenen a^ , . . , a^ gesetzt werd«n. Von Borghardt 
ist eine specielle symmetrische ganze Function der x^, . . , x^ , 
von Kronegker eine beliebige symraelrische Function qp, welche 
in Bezug auf jede Variable den Grad n — m hat, durch die 
Summe*) 

_ . , -D(«m+l, ... «n I ^1; ..> ^m) 

ausgedrtlckt worden, eine Summe von 1 J Gliedern, welche 

dadurch gebildet werden , dass man fUr cr^ , . . , a^ je m ver- 
schiedene GrOssen der Reihe ctj , . . , a^ setzt. 

Beweis. Die Summe ist eine symmetrische Function y der 
^n • •? ^m> welche in Bezug auf jede Variable den Grad n — m 
hat. Wenn in der Summe filr x^, • • > ^m ®^^® bestimmte Com- 
bination mten Grades der a gesetzt wird, so sind alle Zahler 
D null bis auf einen, der dem Nenner D gleich ist; das tlbrig 
bleibende Glied der Summe ist der Werth, welchen die Function 
q) dadurch erhalt , dass man fttr x^, . . , x^ jene Combination 
der a setzt. 

Eine symmetrische Function x der x^, .., x^, welche in 
Bezug auf jede Variable den Grad n — m hat, und der Reihe 
nach dieselben Werthe wie q) erhalt, wenn ftlr a?^, . ., a?,^ ^^^^ 
Gombinationen mien Grades der a gesetzt werden, ist von qp 
nicht verschieden. Denn x — 9 ist eine Function (n — m)ten 
Grades z. B. von x^, welche verschwindet, wenn fUr a:, , . . , x^ 
alle Gombinationen mten Grades der a gesetzt werden. Diese 
Gombinationen endigen entweder mit a^ oder mit den folgen- 
den Grdssen ffm + n-'j^n? d. h. mit n — m-hlGrdssen or. 
Eine Function von x^ des Grades n — m, welche bei n — m-f- 1 
Werthen x^ == cCf^ • • > ^n verschwindet, ist identisch null. 

Wenn z. B. F^, ^2 > • • ga^^ze Functionen einer Variablen 
sind, eine [m — i) ten Grades und keine hohern Grades, m<Cn, 
so ist 2 ^F^{x^) . . F^{x^) eine alternirende ganze Function 
der a7j , . . , a:^, und durch das Product der Differenzen 



*) BoRCHARDT uber eine Interpolationsformel. Abhandl. d. Berl. Acad. 
4860 p. 4. KR0T4ECKKR Berl. Monatsbericht 1865 Dec. 
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^^(scj, * -j^m) theilbar (2). Der Quotient ist eine symmetrische 
Function der a?^, .., a?^, die in Bezug auf jede Variable den 
Grad n^-w hat, und die von Borghardt durch n gegebene 
Werthe der Variablen auf die obige Weise interpolatorisch aus- 
gedrttckt worden ist. Die Anwendungen dieses Ausdrucks, 
namentlich auf die Reste, welche bei der Entwickelung des 
Quotienten gapzer Functionen in einen Kettenbruch entstehn, 
und auf die Nenner der Naherungsbrtlche fttr denselben Ketten- 
bruch, findet man in der angefuhrten Abhandlung. 



§. 11. Norm, Kesultante und Discriminante. 

1. Wenn a eine eigentliche nte Wurzel der Einheit bedeutet, 
deren Potenzen a^, .., a^~~* von 1 verschieden sind, so hat 
eine ganze Function von a; bei a; = a den Worth cp, ein Poly- 
nomium von nicht mehr als n Gliedern*) der Art dass 

9? = ao + «l« + . . + On-l«'*~^ 

a<p = ««_! + ao« + aitt^ + . . 
a2^ = an — 2 + «n — 1« + ^o^^ + • * 

u. s. w. Der Worth q) ist ndeutig, wie a; das Product der 
conjugirten Werthe qp(aj g){ci2) •• heisst die Norm von y, 
und wird ausgedrUckt durch die Determinante nten Grades**) 

N9P(a) = ^(«, ) (p{tt2) . . fp{an) 



A = 



o„_i Uq . . an— 2 



*) Vergl. Waring Misc. anal. i762 p. 44, Kuler 4 764 (Nov. Gomm. 
Petrop. 9 p. 70), Lagrange Reflexions . . 67 flf. (M6m. de Berlin 477i). 

**) Spottiswoode 4853 Crelle J. 54 p. 376. Dem daselbst gegebenen 
Ausdruck ist das Zeichen ( — ^)i(»*— ^)(**— *) hinzuzufUgen. Vergl. Stern 
Crelle J. 73 p. 374. Die wNorm einer complexen Zahl« als das Product 
der Zahl mit der conjugirten Zahl hat Gauss 4834 eingefiihrt Theoria 
resid. biquadr. II g. 30. Das Zeichen N wird nach Dirichlkt 4842 Crelle 
J. 24 p. 295 gebraucht. Die »Norm einer mehrdeutigen algebraischen 
Function« findet man beiKuMMER de numeris complexis etc. Breslau 4 844 
(Liouv. J. 42 p. 487): 
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Beweis. Zu der ersten Colonne kOonen die mil or, a^, « . 
multiplicirten folgenden Golonnen addirt werden; die transform 
mirte erste Colonne enthSlt die Elemente 9), aqp, ... Also ist 
die Determinante A theilbar durch qp bei jedem or, mithin durch 
die Norm von q). Weil A und die Norm Formen nten Grades 
der a sind, so ist ihr Quotient unabh^ngig von den a, und be- 
tr^gt 1 , wie man aus den Anfangsgliedern der A und der Norm 
erkennt. 

Von den n** Gliedem des Products N q> bleiben nur die n ! 
Glieder der Determinante A tlbrig. 

Anmerkung. Zufolge des Systems 

== a^i — if + ajtt + a2«^ + . . 

== a„_i + (ao— 9P)« + Oia3 + . . 

=« a„_2 + a,»_ia +(ao— 9?)c2+ . . 

u. s. w. hat man 



X =« 



^« — 2 <*n— 1 ^o~ 



die Gleiehung ?iten Grades ftir (p, Ihre Wurzeln (p^^ <r27 • • sind 
die conjugirten Werthe, deren Product A^ die Norm von qp. 
Die Adjuncten einer Zeile von % sind bei q) =: q)^ von a^ ab- 
hiingig, und bilden, wenn eine derselben nicht null ist, eine 
geometrische Progression, -deren Verhaltniss ofj ist. 

2. Aus einer Zeile des Systems mit der Determinante A 
entspringt die folgende durch cyclische Verschiebung. Die De- 
terminante A ist eine Form nten Grades der a\ in jedem Glied 
der Determinante haben die Nummern der a eine Summe, 
die durch n theilbar ist. 

Bezeichnet man das Element der Zeile i und der Colonne 
k durch c^ , und eine Permutation der Nummern 1 bis n durch 
r«< . ., so ist 

C\r C28 <^2t ' * = «r-l «» — 2 »«— 3 • • 
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jede negative 



vorausgesetzt, dass von den r — i, 5 — 2, t — 3, 
um n vergrOssert wird. Demgemass ist 

r— 1 + s— 2 + ^— 3 + . . ^ Xn 
wo A eine der Zahlen bis n — i, weil 

r + 5 + ^ + .. — 1 + 2 + 3 + .. 
Z. B. fUr n =!= 3 hat man, wenn ofj, aj? ^3 ^i® drilten Wurzeln 
von 1 sind, 

Oo »1 »2 
»2 »o «1 
«! 02 aQ 



^{cCi)^{cC2)(p{«3) 



= Oq' + «i^ + <*2^ -^3ao<»i«2 



Setzt man a^ = 6,- a:*, xyi = y y, so ist 

eine Function 2ten Grades von x^. U. s. w. 

Die ganze Function f[x) wird durch A -f- Ba?, C-f- Dx-f- Ea:^, . . 
ausgedrtlckt, wenn durch A^ B ganze Functionen von a?^, durch 
O, Z>, JB ganze Functionen von x^^ u. s. w. bezeichnet werden. 
Daher ist, wenn f[x) den witen Grad hat, 

Nf(a;yi) = f{—x)f{x) eine Function m, Gr. von a:^^ 

3 

Nf(a:T/'l) = f{ax)f{a^x) f{x) eine Function m. Gr. von a:3, u. s. w. 

3. Umgekehrt wird die obige Determinante auf das Pro- 
duct zurtlckgefUhrt in Fallen, welche eine unmittelbare Angabe 
des Products zulassen. Z. B. 

I. Wenn Aj, a^, .., o^__^ den Werth 1 haben, so ist 
«» + cr^^ + ^ ^ + cc.n- 1 + 1 «= 
^(a,) «= ao — 1,.., y(a„_i) = Oq—^, ^(a»i) ^ Oq — l + « 
1 1 



1 
1 



Oo 



= (a,-l+n)(ao~ir 



II. Wenn a^, Oj, 04 7 •• ®*^® geometrische Progression bil- 
den, und zwar a^ == 1, a^ ^ss Vj u. s. w., so ist 

1 — 1?»» 



^ ^ 



\^vc( 
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Nun sind 1 — t?a, , 1 — vofj, .. die Divisoren von 1 — v**, daher 



V 



1?2 r3 



=- (1— r«)*» 



III. Wenn Oj? ^3? •• verschwinden , so sind Gq - 
fr- a, ofjj • • die Divisoren von Gq** — ( — flj)**, daher 



ao 


«1 






«o. 


«1 


«! 




«0 



= ao'»~(-a,)" 



4. Aus den Coefficienten von 2 ganzen Funclionen wird 
eine Delerminante gebildet, welche entscheidet ttber die Exi- 
stenz eines gemeinschaftlichen Divisors der beiden Functionen. 
Wenn 



f = 
so sind 



tto + aiy + • • + ^mtT 



fy yfy ..» y^~^f und g, yg, 



biy 



hntr 



n-f-wi lineare Formen der y^, y^, y^, .,, y*^ + **""^ Die Deler- 
minante R derselben (§. 8, 1) ist die Delerminante (n-f-w)ten 
Grades eines Systems von n Zeilen a und m Zeilen b mil dem 
Diagonalglied a^^b^^. Z. B. fttr w = 4, n = 3 



Ol 


aa 


«3 


^4 






«0 


«! 


aa 


'O3 


^4 






»o 


Ol 


a2 


03 


«4 


2^1 


^2 


&3 








&0 


&1 


62 


b,\ 








&0 


b. 


&2 


b. 








bo 


&1 


h 


&3 



I. Durch Unterordnung der n Zeilen a unler die w Zeilen b 
entslehn nmal n — 1-f-m Zeichenwechsel der Delerminante /?. 
Nun list n{n — 1) gerad, also erMll R bei Voranstellung der 
Zeilen b den Factor (— 1)*^^ 
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II. Das Element der Zeile i und der Colonne k werde durch 
c^j^ bezeichnet. Wenn t eine der Nummern 4 bis n, so ist 
c^^ = ajc—ii welches, wenn k — i negaliv oder mehr als m, null 
ist. ^Yenn i eine der Nummern 1 bis w, so ist c„^^-^ == b]^_^, 
welches, wenn k — i negativ oder mehr als n, null ist. Also 
hat man 

Cla <^2li . . <^n+i,r ^n + 2,« • • = ««-t »/9— 2 • • K—i *« — 2 • • 

\yenn a(i , . m . , eine Permutation der Nummern 1 bis 
7/i-f-n, so haben die Numlnern der a und der h in dem ent- 
sprechenden Delerminanlenglied die Summe 

a— 1+/?— 2 + .. + r— l+« — 2 + .. — mn 
weil ' 

« + /? + . . + r + fi + .. 

= l+2 + .. + » + (n + l) + (n + 2) + ..+(n + m) 

d. h. in jedem Glied der Delerminante R haben die 

Nummern der a und der h die constante Summe mn, 

ft 

III. Wenn die a, h Functionen von x sind, a^ des Grades 
m — I, bi des Grades n — f, oder niedern Grades, so ist die 
Determinante R eine Function von x des Grades mn oder nie- 
dern Grades. Denn 

aa_i hat den Grad m — (a — 1),.. 
hr—i hat den Grad n — (r — 1), .. 

oder niedern Grad. Also hat ein Glied der Determinante den 
Grad 

27»n — (a — 1+/9— 2 + .. + r— 1 +s — 2+ ..) = mn 

oder niedern Grad. 

Zu demselben Resultat gelangt man, wenn man die Zeilen 
des Systems der Reihe nach mit 

x^-\ . ., a:, 1, x^-'^, . ., a;, 1 

luultiplicirt , also R mit .r^, und man dann die Colonnen der 
Reihe nach durch aj^* + **~\ • •? ^j ^ dividirt, also Rx^ durch 
x^. Nun ist 

-/n\ ( tn\ /m-^n\ 

Baltzer, Determ. 5. Aafl. 8 
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also erhalt man R , x^^ als Delerminante von Elementen, deren 
Grade nicht tlbersteigen. 

5. Wenn man in R zu der ersten Colonne die mil y^y y^, . . 
multiplicirlen folgenden Colonnen addirt, so erhalt man 



tto «1 


. 




fa,.. 


»0 


»! * 




yf »o »! . 


2^0 *i 


62 . 


= 


^ 61 . . 


h 


ftl . 




y^' *o &i . 



und durch Entwickelung nach der ersten Colonne 

R ^ Pf-k-Qg 

wo P, Q gegebene Funclionen von y sind, der Grade n — 1, 
m — 1 , d. h. R kann aus / und g der Grade w und n mit 
beslimmten Multiplicatoren P, Q der Grade n — 1 und m — i 
componirt werden. 

Ein gemeinschaftlicher Divisor der/, g ist ein Divisor von 
R : wenn /, g einen von y abhangigen gemeinschaftlichen Divi- 
sor haben , so ist i? = ; wenn R nicht null , so haben /, g 
keinen von y abhangigen gemeinschaftlichen Divisor. Daher ist 
R eine Determinante der ganzen Functionen/, g\ 

dei{f,g) = R, det{g,f) ^ (-1)«»5 (4. I) 

Die Gleichung i? = ist die durch Elimination von y formirte 
Resultante der Gleichungen / = 0, ^ = (§.8,2); 
daher wird R auch die Resultante der Functionen /, g 
genannt. 

6. Wenn/=a^(y — ai)..(t/— or^),^ = 6^(3^— /9i)..(y— /?J, 
so sind ^(/?i), g{^2)j •• ^^^h folglich 

d. h. R ist theilbar durch /(/^i), /(/?2)? • •> ^^^ theilbar durch 
das Product /(/?i) /(/?2) • •? die Norm des ndeutigen Ausdrucks 
/(/?). Nun sind R und das Product Formen nten Grades der a; 
der Quotient ist unabhangig von den a, und betragt b^^, wie 



man aus den Anfangsgliedern der R und des Products erkennt. 
Also hat man 

g{p) = 0, R ^ hrT^fm 
f{a) =,0, (-ir»i2 = am"N5r(a) 

Da/(/9) = a^(/?— cfj) . . (/^— of^) , so ist N/(/9) das Product 
von a^^ mit dem Product aller Diflferenzen /?— -a, mithin 

det (f, g) ^ R ^ a^^h^^D^au aj, • • I A, ft, - 
Hiemach ist die Determinante R eine Form nten Grades 
der Coefficienten a, eine Form mten Grades der Coefficienten 6, 
eine symmetrische ganze Function sowohl der Wurzeln ^, 
als auch der Wurzeln a, 

Wenn die Determinante 22 null ist, so sind unter den 
Factoren /(/?i), /[M^ •• ^^^^^ oder mehrere null, unter den 
Wurzeldiflferenzen /? — a eine oder mehrere null : /, g sind 
beide theilbar durch eine bestimmte Function von y ersten oder 
hbhern Grades. 

Anmerkung. Die Aufstellung der Resultante von zwei 
algebraischen Gleichungen (aequatio finalis) ist von Euler (Mem. 
de Berlin 1748 p. 234) auf die Berechnung des Products 
f[^\)f[^i) •• ^^s den einfachen symmetrischen Functionen der 
Wurzeln /? zurttckgeftthrt worden. Zu demselben Zv^eck hat 
Lagrange (Mem. de Berlin 1769 p. 303) den Logarithmus von R 
berechnet. Die Ableitung der Resultante aus einem linearen 
System ist gleichzeitig von Euler (M6m. de Berlin 1764 p. 96) 
und BfizouT (M6m. de Paris 1764 p. 298) angegeben worden. 
Dabei wurden Determinanten gebraucht von Jagobi 1835 Grelle 
J. 15 p. 101. Von dieser Ableitung ist Sylvester^s dialytische 
Methode (Philos. Mag. 1840 no. 101. Vergl. Richelot Grelle 
J. 21 p. 226) und Hesse's Verfahren (Grelle J. 27 p. 1) nicht 
wesentlich verschieden. 

7. Die Identitat des Products b^f(^^) ..f{^n) ^^^ ^^^ 
Determinante R wird bestatigt*), indem man die Determinante 



*) Borchardt Grelle J. 57 p. 4 83. Vergl. Hesse krit. Zeitschr. f. 
Math. 4 858 p. 483 und Tortolini Ann. di Matem. 4 859 p. 5. 

8* 



116 



§.11,7. 



fiPn) M{Pn) 
f(ai) ccifiai) 



«,'-7(«i) ^(ai) 



fii^-'g{?i) 






«! 



«m' 



1-1 



ffiOfn) 



in das Product von R mit der Determinante 

/9i . . ft"+— t 



«l 






zerlegt (§. 6, 1). Zufolge der Gleichungen 

Aai) - 0, ..,f(a,J =. 0, 5r(A) =. 0,..,flr(/?„) = 
isl aber (§. 4, 2 und §. 10, 1) 



P « 



A A) 



A"- 7(A) 






A/?n) . . A."-V(/?n) 
«= AA) . . f(Pn)ff(€Ci) . . 5'(«m)^(A , . .)^(«l, . .) 

Ferner ist identisch 



rk A,o \ 9(^l)"9{f^m) .. \A/o \ 



folglich 



ftn'~AA)-.A/?n) 



8. I. Wenn or eine von verschiedene gemeinschaftliche 
Wurzel der Gleichungen / = , ^ = , und y — a ein ge- 
meinschaftlicher Divisor der /, g ist, so hat man fttr a<^, or ^, , . , 



vtn + n — 1 



das lineare System von n-f-m Gleichungen 



f{a) « 0, . ., a"-»A«) - 0, fl^(a) = 0, . ., a«-iflr(a) = 



dessen Determinante R null ist. Wenn nun die Adjuncte eines 
Elements der R z. B. des Elements aQ der ersten Zeile nicht 
null ist, und die Adjuncten der ersten Zeile durch y^, y^, . . 
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bezeichnet werden, so hat das lineare System die LOsung 
(§. 8, 2) 

1 : a : aa : . . = yo : yi •• 72 : . . 
Also haben die Gleichungen / = , ^ = die gemeinschaft- 
liche Wurzel a = y^ : y^^ und die Funclionen /, g den ge- 
meinschafllichen Divisor ersten Grades y^y — y^, 

Wenn von den Adjuncten einer Zeile die ersle nichl null 
ist, so bilden sie eipe geometrische Progression, deren Verhalt- 
niss die gemeinschaftliche Wurzel a ist. Vergl. Jagobi Grelle 
J. 45 p. 406. 

II. Wenn die Adjuncten aller Elemente null sind, und die 

Adjuncte einer Subdeterminante zwei ten Grades z.B. adj **<> «i I 

I <»o 1 

nicht null ist, so lasst man eine der beiden ersten Gleichungen 
weg, und vereinigt in dem System der tlbrigen Gleichungen 
die Glieder, welche a^, a^ enthalten, zu je einem Glied. Die 
Determinante dieses Systems ist null; von den Adjuncten der 
ersten Zeile (J, ij? ^3 > • • ist d nicht null. Also hat das System 
die LQsung 

wo «J2> ^37 •• lineare Formen der o^, a^ sind, also lineare 
Functionen von a. Die Gleichung a^ j^-- (j^ . g far a hat die 
Wurzeln cfj, Cf2 > ^i® gemeinschaftlichen Wurzeln der / = 0, 
^ = 0, und /, g haben den gemeinschaftlichen Divisor zwei ten 
Grades (y — ai)(y — a^). 

Bei a = ofj bilden die Adjuncten (J2 ? ^37 • • eine geo- 
metrische Progression mit dem Verhaltniss a^ ; bei a = a2 des- 
gleichen. U. s. w. 

9. Einfacher bildet man nach Weglassung der letzten 
Zeile a und der letzten Zeile 6, z. B. fttr w == 4, n = 3 

(4 und 5) 



«4 



oo + «iy 


«2 


^3 


«4 






f 


aa 


«3 


«4 


«oy 


»! 


aj 


O3 


a4 




yf 


»! 


a2 


«3 


ho +&.y 


&2 


h 






= 


9 


&2 


&3 




hy 


h 


&2 


h 






yg 


&i 


&2 


&3 




K 


^ 


h 


h 




y^9 


&o 


&1 


&2 



d. i. S - S^ + S^y = Pif+Qi9 
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ferner nach Weglassung der 2 letzlen Zeilen a und der 2 letzten 
Zeilen b 

h + ^ly + *2y^ 2>3 c- ^ 53 

I &oy + 2>iy2 &2 ^3 y9 h &3 

d. i. r = To + r,y + Taya _ p^f + ^^^ 

U. s. w. Ein gemeinschaftlicher Divisor der /, g ist ein Divi- 
sor der componirten Functionen 22, S, T, . . . Wenn B null, 
und S nicht bei alien y null ist, so ist S der grOsste gemein- 
schaftliche Divisor der /, g. Wenn i?, /S^ unbedingt null sind, 
und T nicht unbedingt null ist, so ist T der grOsste gemein- 
schaftliche Divisor der /, g. In dem ersten Fall giebt S = 
die gemeinsehaftliche Wurzel der / = 0, ^ = ; in dem zweiten 
Fall giebt T = die zwei gemeinschaftliehen Wurzeln der/ = 0, 
^ = 0; u. s. v^. Vergl. die Site Auflage dieses Buchs 1864 
p. 99 und meinen Aufsatz Leipziger Berichte 1873 p. 530. 

10. Ldsung des Systems (/= 0, ^ = 0) fttr x, y, 
Wenn .die Goefficienten a , b Functionen von x sind nach 

den oben (4. Ill) gemachten Voraussetzungen , so giebt es be- 
stimmte a?, y, welche dem System genttgen. Oder in geo- 
metrischer Auffassung: die auf einer Ebene liegenden Linien 
mter Ordnung / = und nter Ordnung ^ = haben einen 
gemeinschaftliehen Punct ac\y. Die Abscisse x desselben gentlgt 
der Gleichung i? = 0. 

I. Wenn E = bei alien x, so haben die Functionen 
/, g bei alien x einen von y abh^ngigen gemeinschaftliehen 
Divisor h (9). Das] System besteht aus der Gleichung h ^ 
und dem System (f : h == 0, g : h = 0), Die Linien sind 
reducibel, sie haben eine Linie und eine Gruppe von einzelnen 
Puncten gemein. 

11. Wenn R nicht unbedingt null ist, so ist R eine 
Function mnien (oder niedern) Grades von a?, und die Gleichung 
R = hat mn Wurzeln x = x^, x^, . ,, endlich oder nicht, 
real oder nicht, ungleich oder nicht. Unter den Voraussetzungen 
dR = R'dx^ dR' = R"dx, . . ist R' componirt aus den 
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Adjuncten aller Elemente des Quadrats (§, 3, 15), J?" aus den 
Adjuncten der Elemente und den Adjuncten der Subdetermi- 
nanten zweiten Grades, u. s. w. 

Wenn x^ eine einfache Wurzel der 22 = 0, so ist i?'(a:J 
nicht null; also sind bei x = x^ die Adjuncten der Elemente 
nicht alle null, d. h. (8) /, ^ haben bei x = x^ einen Divisor 
h geraein, der eine Function ersten Grades von y ist. Wenn y^ 
die Wurzel der Gleichung A = 0, so ist x^l^/^ ein gemein- 
schaftlicher Punct der Linien / = 0, ^ ==: 0, eine Ldsung des 
Systems (/ = , ^ = ) . Man findet entsprechend der ein- 
fachen Wurzel x^ der i2 = den geraeinschaftlichen Punct 
iCj 1^2 der Linien, u. s. w., also mn getrennte gemeinschaft- 
liche Puncte der Linien, wenn die Gleichung R = 
nur einfache Wurzeln hat. 

III. Wenn x^ eine z we if ache Wurzel der i? = 0, so ist 
Ii'[x^) = 0, R"(x^) nicht null. Bei x = x^ ist dann entwe- 
der die Adjuncte eines Elements nicht null, oder die Adjuncte 
einer Subdeterminante zweiten Grades, d. h. /, g haben bei 
X = x^ einen Divisor h gemein, der eine Function von y ersten 
oder zweiten Grades ist*). Wenn ^ = ersten Grades ist mit 
der Wurzel y^, so haben die Linien / = 0, ^ = zwei vereinte 
Puncte a?j|yj gemein; sie haben daselbst einen 2punctigen Con- 
tact 12 an einer Tangente, die von der Geraden x = x^ ver- 
schieden ist. Wenn /* = zweiten Grades ist mit den Wurzeln 
y\y Vii so haben die Linien die Puncte a?i|yi, ^j|y2 gemein, 
insbesondere bei y^ == y^ den 2punctigen Contact 12 an der 
Tangente x = x^. 

Durch eine 2fache Wurzel der i2 = werden demnach 
2 gemeinschaftliche Puncte der beiden Linien bestimmt, 2 Ld- 
sungen des Systems. 

IV. Wenn x^ eine dreifache Wurzel der 22 = 0, so ist 
R'[x^) = 0, R"[x^) = 0, R'"[x^) nicht nuU. Bei x = x^ ist 
dann entweder die Adjuncte eines Elements nicht null, oder 
die Adjuncte einer Subdeterminante zweiten Grades, oder die 



*) Die Klarung dieses Falls verdanke ich miindlicher Verhandlung 
mit Herrn Min^igerode 4880 Oct. 
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Adjuncte einer Subdeterminante dritten Grades, d. h. /, g haben 
bei X = x^ einen Divisor h gemein , der eine Function von y 
erslen oder zweiten oder dritten Grades ist. Wenn ^ = 
ersten Grades mit der Wurzel ^j, so haben die Linien 3 ver- 
einte Puncte x^\y^ gemein, sie haben daselbst den 3punctigen 
Contact 123 an einer Tangente, die von der Geraden x = x^ 
verschieden ist. Wenn A = zweiten Grades ist mit den 
Wurzeln ^j, y^^ so haben die Linien die Puncte x^\y^^ ^il2/2 
gemein, und mit einem derselben z. B. mit 2 ist ein gemein- 
schaftlicher Punct 3 vereint. Die Linien haben daselbst den 
2punctigen Contact 23 an einer Tangente, die von der Geraden 
a? = ajj verschieden ist. Bei 2/2 = Vx fii^det dieser Contact 
in dem Punct 1 statt. Wenn A = dritten Grades ist mit den 
Wurzeln ^i, y^', y^-, so haben die Linien die Puncte x^\y^^ ^il2/2> 
07^2/3 gemein. Bei 7/3 = y^ haben die Linien den Contact 23, 
bei 1/3 = y.^ = y^ haben sie den Contact 123 an der Tangente 

Durch eine 3fache Wurzel der /? = werden demnach 3 
gemeinschaftliche Puncte der beiden Linien bestimmt, 3 Lo- 
sungen des Systems. U. s. w. 

11. Wenn (i eine Wurzel der Gleichung ^ == 0, so kann * 
man das Polynomium 

f = «0 + «l/^ + • . + «m/^ 

durch nicht mehr als n Glieder darstellen, indem man /?**, 
^'^'^^^ .. durch niedere Potenzen von /? ausdrtlckt. Das Poly- 
nomium ist wdeutig wie j^, die conjugirten Werthe /(/?i), 
/{Ml • • ^^^^ d^® Wurzeln einer Gleichung wten Grades ftlr /, 
deren Coefficienten ganze Functionen der a und b sind. Denn 
vermOge der n Gleichungen 

= ao — f+^ii^ + tf2/^ +•• 

u. s. w. und der in Gleichungen g{^) = 0, fig{^) = 0, . . ist 
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== 



&0 



die Gleichung nten Grades ftlr /. Ihre Wurzeln /j, /2, . . 
sind die conjugirlen Werthe, deren Product direct gefun- 
den wird, tlbereinstimmend rait dem oben (6) gegebenen 
Ausdruck. Wenn /j eine einfache Wurzel der Gleichung ist, 
so bilden die Adjuncten der ersten Zeile bei / = /^ eine geo- 
metrische Progression, deren Verhaltniss /J^ ist. U. s. w. 

Anmerkung. Die gefundene Gleichung triflft zusammen rait- 
der nach Tschirnhausen *) zu bildenden* Resolvente der Glei- 
chung ^ = 0. Dabei wird die Resolvente durch VerfUgungen 
ilber die Goefficienlen der Htllfsf unction / zu einer besondern ; 
jeder Wurzel der Resolvente enlspricht eine bestimmte Wurzel 
der gegebenen Gleichung ^ = 0. 

12. Aus den Functionen /, g der Grade m, n, deren 
Determinante E nicht null ist, kann eine gegebene Function cp 
des Grades »i-f-n — 1 oder niedern Grades componirt^^erden 
mit bestimmten Multiplicatoren p, q der Grade n — 1, m — i, 
dergestalt dass 7?^ durch pf-hqg ausgedrttckt wird**). Denn 
zufolge des Systems von i -f- n -f- m Zeilen 

^ == Co + <^i^ + ^2^^ + • • 

/• = ao + ai ic + ^2 ^^ + . • 

xf = tto ^ + *i ^^ + • • 

X^f = ttoX^ + . . 



g == bo -^ bix -¥- b^x^ + 
xg = &o ^ + ^1 ^^ + 



*) Brief an Leibniz 4 677 April 47 und Acta Erud. 1683 p. 204. Vergl. 
Lagrangk M^m. de Berlin 4770. Reflexions . . 4 ff. 

- **) Vergl. §. 8, 4. Jacobi Crelle J. 4 5 p. 4 08. Gauss (Demonstr. nova 
altera 8. Comm. GOtt. 111. 4 845) hatte die Resultante der Function f und 
ihres Differentialcoefficicnten f durch pf^qf ausgedriickt. 
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ist identisch 










<P Cq 


^1 


02 . . 




f a. 


«! 


(h 






xf 


tto 


»! 






9 h 


h 


h 






xg 


h 


ftl 
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«= 



und durch Entwickelung nach der ersten Golonne 

B<p—pf-^qg = 



Hieraus folgt 



fg 



t 

9 



d. h. wenn /, g einen ^emeinschaftlichen Divisor nichl haben, 
so kann man die echtgebrochne Function (p : fg in 2 Partial- 
brtlche der Nenner /, g zerlegen , ohne die Wurzeln der Glei- 
chung /^ = zu kennen. 

13. Wenn die Gleichungen / = und ^ = eine oder 
zwei oder ihehr gemeinschaftliche Wurzeln haben, so sind unler 
den Iten, 2ten, .. Differentialcoefficienlen der Resultante R in 
Bezug auf die Variablen Oq, a^, a^^ .. oder 6^, h^y b^, .. zwei 
oder drei oder mehr folgende durch eine homogene Gleichung 
ersten Grades verbunden. 

Aus der Identitat (5) i? = P/-f- G^ findet man 



M 
^ai 



= Pa?» + 












und auf demselben Wege 
b^R 



X— Q a?2 — 2 V — ^c 



h^R 



-(^.«- 



()2P 



da^'dai'^ 



a? + 






u. s. w. Wenn nun x eine gemeinschaftliche Wurzel der Glei- 
chungen / = 0, ^ = ist, so erhalt man die Gleichungen 
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hoi ^a. + i 
V — 5 a:2 — 2 V — ^^ X - 



« 0*) 



» 



u. s. w., welchen eine gemeiDSchafiliche Wurzel x gentlgt. In 
dem Falle, dass die erste Gleichung eine IdeniitSit ist, bestimmt 
die zweite Gleichung die beiden gemeinschaftlichen Wurzeln. 
U. s. w. 



14. Die Delenninante (n-f-w)ten Grades 



«0 


«i 


aa 


. 




«o 


«i 


aa . 


ho 


hi 


h 


, , 




ho 


h, 


h . 



B 



kann durch Verbindung der Zeilen in eine Determinante nten 
Oder mten Grades zusammengezogen werden, je naehdem n oder 
m die grOssre der beiden Zahlen ist. 

I. Von besonderem Werth ist die Transformation in dem 
Fall m == n. Um die nte Zeile des Systems zu transformiren, 
multiplieire man die nte Zeile mit h^ und die vorangehenden 
Zeilen mit &^_i, *n— 2> ••> ebenso die 2wte Zeile mit a^ und 
die vorangehenden mit a^^^y «n--2)'*' Durch Subtraction 
der 2nten Zeile von der wten, der (2n — 1)ten Zeile von der 
(w — 1)ten, .. bilde man nun unter Anwendung der Bezeich- 
nung 

die Zeilen 



<*o^ 






^n — 2,2 



»iil 



dn- 



1,2 



*) RicHBLOT Crelle J. 21 p. 228. 
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Die Addition dieser Zeilen ergiebt fttr die nte Zeile von b^R die 
Elemente 

weil d^f = 0, dy = — d^j^, und daher die Summe 

dii + d,_i,2 + . . + dii « 

Auf dieselbeWeise transformirt man die (w — 1)te, (n — 2)te, . . 
Zeile. Man multiplieirt die (n — j)le Zeile mil 6^, die vorangehen- 
den Zeilen mil ^^__i, ^n— 2 > • • ^' '^^ ^' ^"^^ findet endlich die 
Elemenle der [n — e)ten Zeile von h^'^^R durch Addition der 
abgeleiteten Zeilen 

^^on • • »» + i,n ^» + 2,n • 

Bezeichnet man das (fc + 1)te Element der [n — i)ten Zeile durch 
Cj^^ so hat man 

Analog ist 

weil die Summe ^t* + 1 ,;t + ^t',ik + 1 ■♦■ •• ■♦" ^ik,t + i idenlisch ver- 
sehwindel. Insbesondere hat man 

Ct>-1 = din, ^in = <> 

weil a^ und ft^ als versehwindend zu betrachten "sind, wenn 



r>n. 








Hiernach ist nun 








^W— 1,0 




<?n — l,w — i 


hn^'B = 


<?00 

ho 


• • 


^0,n— 1 
^'n-l hn 






ho . 


hn^i 



Bezeichnet man die Determinante -5* + Cq© . • ^n— i n— i durch S^ 
so ist (§. 4, 2) ^>/i2 das Product von (— 1)4w(n-i)^ ^^j,^ ^jj^^j. 
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Determinante nten Grades, die von ihrem Anfangsglied h^ sich 
nicht unterscheidet. Also isl*) 



Beispiele. Wenn / und g vom 2len Grade sind, so wird 



do2 



^02 



Wenn / und g vom 3ten Grade sind, so findet man 



"01 

i2 •*■ — fi^ «» — ! do2 



rf02 



dfiz 
dxz 

^23 



Wenn / und g vom 4ten Grade sind, so findet man 



R ^ S 



d(i2 <^)3 + <^12 

<^03 <^4 + <^13 

d04 ^'li 



<?03 

rfl4 + (?23 
^24 



«^04 
dl4 

^24 
^^34 



Diese Determinanten k5nnen nach §.5,5 weiter entwickell wer- 
den, wobei die Identit^t 

(§. 3, 9) zur Verfttgung stehl. 

11. Wenn ?;*<<«, so bilde man durch Hinzufttgung von 
n — m Zeilen, 






hn 



welche auf derDiagonale endigen, die Determinante 2nlen Grades 
b^n—mj^^ und verwandle dieselbe auf die angegebene Art in 
eine Determinante nten Grades, so dass 



b'^-'^B «: 



^n— 1,0 • • ^n— l,n— 1 



Cb.n— 1 



♦) Vergl. unten (46). 
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Diese Delerminante ist durch h^~'''^ theilbar, als Product der 
beiden Determinanten wten Grades - 

n ^n — 1 • • ^m-H 



»0 




«1 

«0 




a, 


Cm- 


-1,0 


<Jm- 
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• • 
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. 



Man findet nSLmlich durch Composition der ersten Golonne in 
der ersten Determinante mit den Golonnen der zweiten Determi- 
nante die erste Golonne des Products, u. s. w. In der That ist 



weil a, 



m + 1 J **m + 2 > 



als verschwindend zu betrachten sind. 
Die zweite Determinante hat den Werth ^w** ""***, also ist R der 
ersten Determinante gleich*). 

15. Die abgekttrzte Form der Determinante R (14) ist von 
BfizouT (Mem. de Paris 1764 p. 317) durch ein Verfahren er- 
reicht worden, welches Jacobi (Grelle J. 15 p. 101. Vergl. Gauchy 
Exerc. d'Anal. 1840 p. 393) in Erinnerung gebracht und durch 
neue wesentliche Bemerkungen beleuchtet hat. Aus den gege- 
benen Functionen / und ^, welche beide als Functionen 
nten Grades vorausgesetzt werden, bildet man mit Htllfe 
geeigneter Multiplicatoren n bestimmte Functionen (n — 1)ten 
Grades mq, w^, .., w^— u welche mit / und g zugleich ver- 
schwinden. Dann ergiebt sich die Resultante von / und g und 
der gemeinschaftliche Divisor dieser Functionen aus dem System 



der Gleichungen mq == 0, 
(r = 0, 1, .., n-\) 

f 



= 0. Es ist namlich 






9 &r+l + &r + 2?» + .. 






*) Vergl. RosENHAiN Grelle J. 28 p. 268. 
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eine Function (n — 1)len Grades, welche aus / und ^ componirt 
bei / = 0, ^ = null ist, und durch . 



bezeichnet wird. Unter Anwendung der Bezeichnung 
findet man (§. 3, 6) 



bi bjt 



und analog 

<^«r = ^0,8 + r+l + <'l,« + r + • • + ^'r.a-H =7 <^r»*) 

well die Summe c^^ + i r "♦"••"*" ^r« + i contrargleiche Glieder 
hat und darum null ist. 

Die Functionen Kq, m, , .., w^_, sind lineare Formen der 
x^, a?S . . , x^~^^ mit der Determinante /S = ^ + Cqq . . c^__i n—i • 
Eine gemeinsehaftliche Wurzel x der Gleichungen / = 0, </ = 
genttgt dem System (1/^ = 0,.., w^— i = ^)« Wenn nun die 
Determinante S null, und dabei adj Cq^ nicht null ist, so ge- 
ntigen dem System x^, a;^, ^^j • • j welche proportional sind, 
den Adjuncten der ersten Zeile. Ftir die gemeinsehaftliche 
Wurzel X existirt die Gleichung ersten Grades 



T — 



C20 + C21X C22 . =» 



Die Functionen /, g sind durch T theilbar, ihr grbsster gejnein- 
schaftlicher Divisor ist ersten Grades. 

Die Adjuncte des Elements c^j^. werde durch y^j^ bezeichnet. 
WeU ci^ = c^, so ist yj^ = y^-^j. (§. 3, 5). Wenn ^ = 0, j'oo 
nicht null, so bilden die Adjuncten der ersten Zeile eine g^o- 
metrische Progression, deren Verhaltniss die gemeinsehaftliche 
Wurzel X ist. Also sind die Adjuncten der ersten Zeile, ebenso 



*) Jacobi 1. c. p. 102. 
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die der erslen Colonne, mithia die Adjuncten aller Elemente 
nicht null. Folglich ist 

Ysr : Ysi = a?** : x\ Yi^ : yn, =- x^ : x^ 

und dureh Multiplication 

Yrs • Vik = aj»"*-« : x^-^^ 

Unter der Bedingung i-^-k = r-^-s sind y^]^ und /^^ einander 
gleich, und man kann ihren gemeinschaftlichen Werth durch 
Vi-k-k bezeichnen. Demnaeh bilden die Adjuncten ^q, yi?--? 
72n—2 ®^^® geometrische Progression, deren Verhaltniss die ge- 
meinschaftliche Wurzel der Gleichungen / = und ^ = 
ist.*) 

Wenn aber y^ null ist und adj (cqqCjj — CjoC^j) nicht null, 
so wird dem System dadurch gentlgt, dass \ \ oc'^ . x^ \ ,. 
sich verhalten, wie die Adjuncten der ersten Zeile in T. Ftir 
die gemeinschaftliche Wurzel x existirt die Gleichung zweiten 
Grades 

I <^20 + ^21^ + C22^^ C2Z 

SO dass U der grOsste gemeinschaftliche Divisor der /, g ist. 
U. s. w. 

Da die Determinante S wie R (4) eine Form nten Grades 
sowohl der Oq, ^i , . . als auch der b^j h^, . . ist, so ist der 
Quotient S : E eine von diesen GrOssen unabhangige Zahl. 
Das Anfangsglied von R ist ct^^b^ und kommt in dem Anfangs- 
glicd von 

^n-1,0 • • <^n — l,n — 1 



(_1)>(»-')S 



^00 • • <^0,n— 1 



mit demselben Zeichen vor. Daher ist ( — 1)^"" s . R = \', 
wie oben (1 4) durch directe Transformation gezeigt wurde. 



*) Jacobi 1. c. p. 406. 
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16. Cayley hat die Berechnung derResultante von/und g aiif 
die Eatwickelung der symmetrischen ganzen Function (§. 10, 2) 

y — X 

gegrtlndet*) . Dabei wird vorausgesetzt, dass / vom 7«ten Grade^ 
g vom nten Grade, und m < n ist (4). Weil F[x^ y) = F(y, a;), 
so ist C,'j^ = c;i./- 

Setzt man a^bj^ — aj^b^ = cl^-j^, so erhalt man 

(ao + a^x + . .)(fto + ^ly + • •) — (^0 + *i^ + -OC^o + «iy + . .) 



und daher 

F{x,y) =- rfoi +<^02(.y + ^) + •• + <^o«(y**"'* + -.+a?»»-^) 



Indem man die Glieder absondert, welche x*^^ enthalten, findet 
man wie oben (14 und 15) 

Abgesehn von dieser Entwickelung ist 

^(ft, M - 0, F{^i, ft) - f (ft) ^'(ft) 

folglieh 

Wenn man beide Seiten durch z/(/?^ , . . , /?„)2 dividirt, so findet 
man (§. 10, 3 und 7) 

= (-l)*''^"-^^6„~--i?(5) 



•) Vergl. Sylvester's Mittheilung Philos. Trans. 1853 p. 516. Hermite 
Crelle J. 52 p. 47 Anm. Caylet Crelle J. 53 p. 366. Borchardt Crelle J. 53 
p. 367 und 57 p. 112. 

Baltzer, Beterm. 5. Aufl. 9 
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Die Theilbarkeil der Delerminante durch h^~^ ist oben (13) 
nachgewiesen worden. 

17. RosENHAiN hat die Resultante der Functionen / und g 
interpolalorisch durch dieWerthe von/ und g ausgedrttckt, welche 
w-*-n gegebenen Werlhen des Arguments x entsprechen*) . Diese 
Werthe von / sind eben so wenig von einander unabh^ngig, als 
die Werthe von g, weil / durch m -♦- 1 und g durch n -♦- 1 Werthe 
bestimmt ist (§. 10, 11). 

Nach (6) ist die Resultante R = b^^f(^^) ..f[^n)i ^^^^ 
Bymmetrische Function der /?j , . . , /3^ , welche in Bezug auf 
jede dieser GrOssen den Grad m hat, und' durch 9>(i^i, • ., i^n) 
bezeichnet wird. Also hat man nach Kronecker, indem man 
in §. 10, 21 die Nummern tw, n durch n, n + m, und a^ durch x^ 
ersetzt, 

Nun ist (p(x^, ",00^) = f>n'^fM ''f{^n)y 

^n(a?n + l— ft)..(a;n + l — /9«) =«^(a?n + l) 

u. s. w., folglich 

eine Summe von f**^***) Gliedern, v^elche dadurch gebildet 
werden , dass man ftlr ic, , . . , x^ alle Gombinationen nten 
Grades der GrOssen ^j , . . , a^n + w ^etzt. 

Anmerkung. Mit Httlfe dieser Formel hat Rosenhain a. a. 0. 
Cauchy's interpolatorische Darstellung einer gebrochenen algebrai- 
schen Function**) abgeleitet. 

Die Resultante von / und [x — z)g ist Jif(z), und wird 
nach der angegebenen Regel durch die W^erthe der beiden 



*) Crelle J. 30 p. 157. Vergl. Kronecker Berl. Monatsbericht 4865 
p. 690. 

**) Cauchy Anal. alg6br. Note 5. Vergl. Jacobi Crelle J. 30 p. 427. 
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Functionen ausgedriickt, welche m-*-n-*-1 Werlhen von x ent- 
sprechen, wie folgt: 

Die Resultanle von (a: — z) f{x) und ^(a?) ist Eg{z) und 
nach derselben Kegel 

Durch Division erhalt man, naehdem man den Zahler und den 
Nenner durch g{xQ) .. ^(a^n + w) dividirt und den Quolienten 
fi^i) • ^(^f) durch u^ bezeichnet hat, 



f{z) /)(a?o, . ., Xn\ a?w-H> • -> ^n-k-m) 



-^"DT^ "S T^"^ S -a^O — ^) .• (a?n-l — «) 

18. I. BoRCHARDT hat die Resultanle der Functionen / und g, 
beide nten Grades, interpolatorisch durch dieWerlhe von /und g 
ausgedrtlckt , welche n + 1 gegebenen Werthen Xqj a:^ , . . , x^ 
des Arguments x entsprechen*) 

Unler der Voraussetzung (15) 

y — ip 

ist die Delerminante ^ + c^q . . c^^^^n^-i derResultantei? gleich 
oder entgegengesetzt gleich. Nach §. 10, 3 hat man aber 

-^±^oo..Cn-i,„_i = ^{x„..,x„)2 

Bildet man nun die Function (n + 1)ten Grades 

g,{x) — = {x — Xo){x — Xi)..{x^Xn) 

SO ist (§. 10, 8) 



*) Berl. Monatsbericht 4859 p. 376 und Crelle J. 57 p. 411. 

9* 
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Nach Einltthrung der Elemente 

erhalt man daher 

Eine besondere Eigenschafl der Elemente dieser letztern 
Determinante ergiebt sich daraus, dass F{x, y) in Bezug auf x 
vom (n — 1) ten Grade, dagegen q)[x) vom (n-*- 1) ten Grade ist, 
dass also (§. 10, 9) 

F{xo, y) . F{x^, y) F{x„, ^^ ^ a 

q> (a?J ip (a:i) tp (x„) 

Demnaeh ist 
also insbesondere 

— /ioo =- ^01 + *02 + • • + ^On 

— ^11 = ^01 + ^12 + . . + '^In 

— ^22 ^ ^02 + ^12 + . • + ^n 

u. s. w. Nun haben in der verschwindenden Determinante 
(n + 1)ten Grades (— l)'*'*"^ - + ^oo ^ii •• Kn ^^ Elemente 
gleiche Adjuncten (§. 3, 12), deren gemeinschaftlicher Werth 
dureh die Formel * 

[0,1,.. ,n] 

bezeichnet wird. Also ist 

II. Die Formel [0, 1, ..,n] d. h. die Determinante wten 
Grades 



*01 + • • + *In 


-*12 


-».3 


-lH^ 


*02 + • • + ^in 


-»» 


-*31 


-ft« 


»03 + • • 



ist von BoRCHARDT a. a. 0. nach den Producten der in der Diago- 
nale stehenden GrOssen h^^ , ^q2 j • • > ^on entwickelt worden 

(vergl. §.5, 3). 



§. 1i,18. 133 

Der Theil derselben, welcher keine dieser GrOssen entbalt, 

A.2 + . • + '^in — ^12 — ^13 

— ^21 Ai2 + . . + h2n — ^23 

— ^31 — ''32 ^13 + .. + hzn 

ist wiederum eine verschwindende Determinante (§. 3, 12), in 
welcher alle Elemenle dieselbe Adjuncle haben , die durch 
[1 , 2 , . . , n] bezeiehnet w ird. Daher ist der Theil der gesuchten 
Enlwickelung, welcher je eine der Grdssen ^q^, ^qj) • • enthalt, 

Aoi[l, 2, ..,n] + Ao2[l,2, ..,n] + .. 

Der Theil von [0, 1, . ., n], welcher das Product Iiq^ h^^ 
enthalt, ist eine Subdeterminante [n — 2) ten Grades, die aus der 
Determinante [2, 3, . ., n] dadurch gebildet werden kann, dass 
man die in der Diagonale stehenden Grdssen ^23? ^24? ••> ^in 
durch die Summen 

*13 + ^23 » Ki + *24> • •> ^m -^ ^2n 

ersetzt. Bezeiehnet man die so transformirte Determinante durch 

[rr2,3,..,n] 

so ist der Theil von [0, 1, . ., 7i], welcher je 21 von den Grcissen 
^01 ) ^'02 > • • G^ithalt, 

^oi*o2[r+2,3,4,..,n] +^oi^03[l + 3,2,4,. .,«] + .. 

Auf analoge Weise wird der Theil von [0, 1, . ., n], welcher 
je 3 von jenen GrOssen enthalt, durch 



^oi^o2^03[l+2 + 3,4,5, ..] + ^i^02^04[l+2 + 4,3, 5, . .] + 



ausgedrttckt, indem man [1-4-2-1-3,4,5,..] aus [3,4, ,5 . .] 
dadurch ableitet, dass man die in der Diagonale stehenden 
GrOssen ^34, ^35, .. durch die Summen 

Au + Ai4 + A34 » ^15 + ^25 + ^33 » • • 

ersetzt. U. s. w. So entsteht die Recursionsregel 

^ [0,1,.. ,n] = ^Aoi[l,2,..] + 2'Aoi*o2[r+2,3,..] 

+ 2'Aoi^o2^o3[l+2 + 3, 4, . .] + . . 

+ ^01 ^02 • • ^on 
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Zufolge derselben ist 
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[0, 1] = hi 
[0,1, 2] = Shoi[h2] -¥hiho2 

«» hQihi2 + ^02*J2 + ^1*02 



[0,1,2,3] — i:hoi[\,2,S] + 2'Aoi^o2[l + 2, 3] + ^01^02^3 
-- (^01 



A02 + A3) [1,2, 3] 



+ ^oi^osU + 3,2]+ ^02^03 [2 + 3, 1] 



Aoi'^2[l+2,3] 

^01 ^02 ^03 



Die Formel [1, 2, 3] hat 3 Glieder, die Formel [1+2,3] 
hat deren 2, also hat [0,1,2,3] deren 4 2. Ebenso erkennt 
man, dass die Formel 



[1+2 + .. +A;, A:+l, k + 2, k + S] 

3H +- 3.2)^2 + jt3 = k{k +- 3)2 Glieder hat. Unter der Annahme, 
dass fttr die Werthe von m, welche eine bestimmte Grenze nicht 
tlbersteigen, die Formel 



[1+2 + .. + A;, A;+l,.., k -^ m] 

fe(fc-+w)*"~~^ Glieder besitzt, findet man vermOge der Recursions- 
regel fttr 



[1+2 + .. + A;, A;+l,..,A; + m + l] 
die Anzahl der Glieder 

A;(m + l)(l+m)»"-* + A;^(»»J^).2(2 + m— l)»»-^+A;3(»»+^).3(3 + w— 2)*"-* H 

= *(m+l)»"+ X;2^(m+l)»»-*+ A;3>»(m+ !)"»-* + .. 

= k{k-\-m-\-iy*' 

Demnach ist die bis zu m = 3 gttllige Annahme unbeschrankt 
richtig. 

19. Wenn durch / eine Function nten Grades von a?, durch 
/' ihr DifiFerentialcoefficient bezeichnet wird, so ist die oben 
(6) definirte Delerminante von /' \ind / 

a I 2a2 303 

a^ 2a2 3«3 



«n'-V'(«l)..n«n) = 



H 






^2 



^2 



§. i1,20. 135 

Das System hat n Zeilen der ersten Art und n — 1 Zeilen der 
zweiten ArU Subtrahirt man die mit n multiplicirte letzte Zeile 
von der nten, so erh^t die nle Zeile folgende Elemente 

0,..,0, — nao, — («— l)ai,.., — a»-i, 

und die Resultante reducirt sich (§. 3 , 3) auf das Product von 
a^ mit einer Determinante (2n — 2!) ten Grades, welche durch A 
bezeichnet wird. Nach §. 10, 7 ist 

eine symmetrische ganze Function der Wurzeln aj , . . , or^ (vergl. 
§. 10, 7) und eine homogene ganze Function der Goefficienten 
^0? • • > ^n ^^^ 2'* — 2 Dimensionen, welche die Discriminante 
der ganzen Function f(x) und der Gleichung /(a?) = 
genannt wird*). Wenn a^ verschwindet , so wird eine der 
Wurzeln otj , otj , . . unendlich gross ; dabei verschwindet die 
Discriminante im AUgemeinen nicht, sondern wird zur Discri- 
minante einer Function (n — 1)ten Grades. 

Die Discriminante des Products fg (abgesehn vom Zeichen) 

erscheint hiernach (6) als das Product der Discriminanten von 

/und g multiplicirt mit dem Quadrat der Resultante von /und g, 

Wenn A die Discriminante von / ist, so findet man z. B. fttr 

[x — t)f die Discriminante Af[t)^, 

20. Wenn die Discriminante von / nicht verschwindet, so 
haben / und /' keinen gemeinschaftlichen Divisor (5) und die 
Wurzeln der Gleichung / == sind sSimmtlich von einander 
verschieden. 

Wenn die Discriminante von / verschwindet , so haben / 
und /' einen gemeinschaftlichen Divisor und die Wurzeln der 
Gleichung /= sind nicht alle von einander verschieden. Der 



*) Gai7s« Demonstr. nova altera 6 (Comm. Gott. Vol. 3) hatte dieser 
Formel den Namen uDeterminante der Function f{x) oder der Gleichung 
f{x) = 0« beigelegt. Vergl. Joachimsthal Crelle J, 33 p. 374. Jacobi Crelle 
J. 40 p. 244. Bei dem jetzigen Sprachgebrauch ist der von Sylvester 
(Phllos. Mag. 4834, II p. 406) gebildete Name »Discriminante« bezeich- 
Bcnder. 
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gemeinschaflliche Divisor theilt auch die Function pf-^-qxf'^ 
welche aus der gegebenen Function dadurch abgeleitet wird, 
dass man ihre Coefficienten ctq , Oj , o^j * • ^^^ Reihe nach mit 
den Gliedern einer beliebigen arithraetischen Progression /?, 
p-^-q^ P'\•'^q^ .. muUiplicirt, und welche vor Erfmdung der 
DifiFerentialrechnung von Hudde 1657*) zur Bestimmung mehr- 
facher Wurzeln der Gleichung / = gebildet worden ist. 

Wenn/und/' den gemeinscbaftlichen Divisor i^ haben, und 
die Discriininante von t nicht null ist, so ist/durch i^"^ ^ theilbar. 
Es sei z. B. 

Da nun i' und t einen gemeinscbaftlichen Divisor nicht haben, 
so ist u durch /, also /(x) durch i^"*"^ theilbar. 

21. Die ganze Function f[x) kann als ein besonderer Werth 
der binaren Form d. h. der homogenen ganzen Function von 
2 Variablen y, x desselben Grades 

angesehn werden**), welche durch Composition der Glieder von 
{y '^^]^ i^i^ den Coefficienten A^^ A^^ A^^ . . entsteht, und eine 
wte Potenz in dem Falle wird, dass ^q, ^j, . . , -4^ eine geome- 
trische Progression bilden. 

Nach der Fundamentaleigenschaft der homogenen Functionen 
hat man die Identitat 

Der gemeinschaftliche Divisor von u und - s— ist also auch ein 



*) Hudde Epist. 1. Reg. 40 in ScHooTE^'s Ausgabe von Descartes' 
Geometrie. 

**) Dieses wichtige Hiilfsmittel der Analysis ist von Newton Arithm. 
univ. Inventto divisorum p. 43, PlCcker System d. anal. Geom. §.1, 7, 
Hesse Crelle J. 28 p. 402, Joachimsthal Crelle J. 33 p. 373, Jacobi 
Crelle J. 40 p. 247 und Andern, zu dem gegenwSirtigen Zweck von Salmon 
higher plane curves 4852 p. 296 angewendet worden. 
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Divisor von— x-. Die unter der Voraussetzung y = 1 gebildete 

Resultante von— J^ und - ^ ist wie die Diseriminanle von fix) 

n ox n cy J \ I 

eine homogene ganze Function der Goefficienten a^^ a, , . . , a^ 
von 21 n — 2 Dimensionen und verschwindel zugleich mit der 
Discriminante von/(a:). Daher hat jene Resultante zu dieser 
Discriminante ein von den Goefficienten Ooj ^i? • • unabhangiges 
Verbal tniss. 

In der That, wenn man in der Determinante A (19) jede der 
letzten n — 2t Zeilen mit n multiplicirt, und von ihnen der Reihe 
nach die Site, 3te, . . Zeile des Systems subtrahirt, so findet man 
nach Umstellung der nten Zeile 



ay 



202 

a, 



3a3 
2a^ 



303 



woq (w — !)<*! (*• — 2)a2 



d. i. die Resultante von /'(x) und nf[x) — xf\x). 



Beispiele. Die Discriminante der Function 2ten Grades 
ao + 2aiX + a2X^ 
ist die Resultante von a^-^-a^x und a^-^-a^x^ namlich 

Die Discriminante von aQ'\-^a^x -¥• ^a^x"^ '\- a^x^ ist die 
Resultante von 

ax + 2a2iP + <h^^ 
ao + 2aia? + a2X^ 

namlich in der verktlrzten Gestalt (14) 

2(ai* — 00^2) ^i<*2 — <*o^8 

Oi02 — «0«3 2(032 — 0103) 

Ebenso findet man die Discriminante von 
Oq + 4oia: + 6020:2 + ^a^x^ + 04 a:* 
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3(ai2 — 0^02) 3(aia2 — ^0^3) <^iCt3 — «o<»4 

cti(h — <»o<*4 3(a2«3 — *i«4) 3(03' — a2*4) 

22. Das in der Discriminante von f{x]- enthaltene Product 
aller positiven und negativen DifiFerenzen zwischen den Wurzeln 
cfj, 0f27 • • 7 ^n ^^^ Gleichung f{x) == ist der Quotient des be- 
kannten Gliedes durch den Goefficienten des hOehsten Gliedes 
in der Gleichung, deren Wurzeln jene Differenzen sind*). 

Um diese Gleichung zu bilden, bemerke man, dass dem 
System 

fix) = 0, f(x-\-y) = 

genttgt wird, indem man fttr x und x-^i/ alle Wurzeln a^, . . , or^, 
mithin fttr y alle Differenzen der Wurzeln, unter denen n ver- 
schwinden, und filr x den jedesmaligen Subtrahenden setzt. 
Dabei verschwindet die Resullante E der beiden durch f{x) und 
/(a:-*-y) bezeichneten Functionen von x (8). Also ist B durch 
y^ theilbar, und /? : ^^ =^0 die Gleichung, deren Wurzeln die 
Differenzen zwischen jeder der GrOssen a^, .., a^ und den 
tlbrigen GrOssen dieser Reihe sind. Diese Differenzen sind aber 
paarweise entgegengesetzt gleich, also kommen in R : y^ nur 
gerade Potenzen von y vor. 

Unmittelbar findet man die von den verschwindenden Wur- 
zeln befreite Gleichung, indem man"^] von dem System 

(I) , A«* + t7) = 0, f(u — v) = 

ausgeht, welchem durch die Werthe 

2w — a^ + afc, 2v = Ui — a^ 



*) Diese unter dem Namen »equation aux carr6s des differences« be- 
kannte Gleichung ist von Waring Misc. analyt. -1762 p. 47 mit Hiilfe von 
symmetrischen Functionen der GrOssen aj, a2> • • construirt und zur Uq- 
tersuchung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung gebraucht worden. 
Besondere Ausfiihrungen fiir die Gleichungen 4ten und 5ten Grades hat 
Waring in den Philos. Transact. 1763 p. 294 mitgetheilt. Die Ableitung 
der erwahnten Qleichung durch Elimination wurde von Euler Gale. diff. 
II, §. 244 gezeigt, und ausfiihrlich von Lagrange (M6m. de Berlin 4767 
p. 311 art. 8. R6solution des 6quat. art. 8 und Note 3) behandelt. 

**) Nach Borchardt's Angabe. 
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gentlgt wird, Dieselben AuflOsungen hat das System 

(II) f{u-^v )-k'f{u^v) _ ^^ f(^u-k'v ) -f{u-v) _ ^ 

dessen erste Gleichung nur gerade, und dessen zweite Gleichung 
nux ungerade Potenzen von v enth^lt. Weil /(m-*-i?) — f{u — v) 
durch V theilbar ist, so umfasst das System (II) die beiden 
Systeme 

(HI) nu + v)Y(u-v ) _^ ^ _ ^ 

und 

^i>; 2 "' 2v ^ " 

Dem System (IV) wird durch die Werthe ' 

2w =» a, + ttfc, 2f> =" ai — ajc 

unter der Beschrankung gentlgt, dass i und k verschiedene 
Zahlen der Reihe 1 , 2 , . . , n bedeuten. Bildet man nun die 
Resultanten xp{v^) und x{^) der Functionen 

2 2v 

jene in Bezug auf die Variable m, diese in Bezug auf v^, so ist 

,;;(f;2) «. 0, weim i?2 = (aj._a^)2 

X(w) «. 0, wenn u = 2" (^» ■*""*) 



§. 12. Die Functionaldeterminanten. 

1. Wenn 3^^, .., y^. Functionen der Variablen x^^ .., x^^ 
sind, so sind deren erste Differentiale 









lineare Formen der dx^ , . . , Jo:^ . Die Determinante der Diffe- 
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rentiale dy, , . . , di,„ (§. 8, 1) ist ^ + ^-^ ■ • >— , die Determi- 

nante eines Quadrats, dessen Zeilen die ersten Fluxionen (die 
partialen Differentialcoefficienlen ersler Ordnung) der gegebenen 
Functionen enthallen. Sie heissl die Functionaldetermi- 
nante*) d. i. Fluxionendeterminante der Functionen y^-, . -, y^ 
nach den Variablen a?^,.., x^ ())Jacobian(c Sylvester Philos. 
Trans. 1853 t. 143 p. 476, Cayley Crelle J. 52 p. 276), und wird 
nach DoNKiN Philos. Trans. 1854, I p. 72 wie eine Fluxion be- 
zeichnet 

z. B. u = aa?2-i- 26a:t/-h cy^^ u' = a'x^-h 26'a?y-h c'y^^ 



1 5(u, 
4 d(a., 




ax + 6y 
a'x + h'y 

= a 


6a? + cy 1 1 

&'a:+ cy ! ^ 

— ya: a?2 

6 c 

h' c' 


n 


bx + cy 
b'x + c'y 



Die Subdeterminanten sind ebenfalls Functionaldelerminan- 
ten. Wenn man m Zeilen a, 5, . . , und darin m Golonnen a, 
/?, . . auswahlt, so isl die Determinante ?«ten Grades dieser m^ 
Elemente die Functionaldeterminanle der Functionen y^, yj, . . 
nach den Variablen a-^, xo, . . 

^(ya> y6> '• ) 

Wenn die Functionaldeterminante nicht bei alien x null 
ist, so kdnnen die Differentiale dx durch die Differentiale dy 
ausgedrtlckt werden. Aus dem angegebenen linearen System 
findet man 

ddxu = Jifc(?yi + . . + dnicdyn 
indem man durch J die Functionaldeterminante, durch J^-j^ die 



*) Jacobi de determ. functionalibus (Crelle J. 22 p. 349) §. 5. Vor- 
lesungen liber Dynamik p. 400. Mehrere unter den hierher gehdrigen 
Satzen hatte Jacobi in friiheren Abhandlungen, namentlich 4833 Crelle 
J. 42 p. 38 ff. gegeben. 
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Adjuncte von ~ bezeichnet. Wenn aber bei alien x die Functio- 

naldeterminante null isl , so sind die Differenliale c?y^ , . . , dj/^^ 
dureh eine oder mehr homogene lineare Gleichungen verbunden, 
deren Goefficienlen Subdeterminanten des Systems der Fluxionen 
sind. 

2. I. Wenn 2 unter den n Functionen Vi, . ., .y„ z. B. 
y^ , yj nicht unabhangig von einander sind, sondern durch eine 
Gleiehung (f{i/aj Vfc) = verbunden, so ist die Functionalde- 
terminante der y^, y^ nach je 2 Variablen z. B. x^, xo null. 
Denn map hat 

Nun sind die Fluxionen von r/) nach y^, yj, nicht null, folglich 

^^^ \r^ — ^ = 0. Und wenn eine dieser Functionaldetermi- 

nanten nicht null ist, so sind die beiden Functionen unabhUngig 
von einander. 

Wenn m unter den n Functionen nicht unabhangig von 
einander sind, so ist die Functionaldeterminante derselben nach 
je m Variablen null. Und wenn eine dieser Functionaldetermi- 
nanten wjten Grades nicht null ist, so sind die m Functionen 
unabhangig von einander. 

Wenn die n Functionen nicht unabhangig von einander 
sind, so ist ihre Functionaldeterminante nach den n Variablen 
null. Und wenn diese Functionaldeterminante nten Grades 
nicht null ist, so sind die n Functionen unabhangig von ein- 
ander *) . 

II. Wenn n Grdssen y gegebene Functionen von ebensoviel 
GrOssen x sind, so fordert das Reversions -Problem, auch die 
Grossen x als Functionen der y darzustellen. Jacobi det. funct. 
§. 4. Kronecker Grelle J. 72 p. 156. Lipschitz Analysis II, 
§. 101 ff. 



*) Jacobi det. funct. §. 6. 
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Wenn die Functionaldeterminanle z/ der Functionen y^, *»j2/n 
nach den Variablen arj , . . , a:^ nicht null ist, so sind die Func- 
tionen unabhangig von einander (I) , und nach vollbrachter Re- 
version hat man (1) 

d.h. ^^»^.. 

III. Es seien y^ , - -^ Vm gegebene Functionen der Variablen 
rTj, . ., a:^, und n nicht weniger als m, Wenn die Functional- 
determinante der yj, . ., y,^— i ^^^^ einer Combination von 
m — 1 Variablen z. B. nach x^^ .., a:^_i nicht null ist, und 
wenn die Functionaldeterminante der Ui, • -, y^ iiach je m Va- 
riablen null ist bei alien x, so ist y^ durch yj , . >, y^^i sius- 
drttckbar*) . 

Beweis. Nach der ersten Voraussetzung ist v. ' '' ^"""^^ 
nicht null. Daher ist auch 



nicht null, wenn fttr z^ eine Function der x^, • •? ^n g^wahlt 
wird, deren Fluxion nach x^ nicht null ist. Ebenso ist unter 
ahnlichen Bedingungen fttr z^^^, -^w + 2 > • • 

nicht null. Durch Entwickelung dieser Determinante nach der 
Zeile r = w, m-i- 1, . . erhalt man 






rrr ^rl + . . + Tl^ ^rn -= ^ 



Wenn man aber z^ durch y^ ersetzt, so ist die Determinante 
null, weil die Subdeterminanten von m Zeilen null sind nach 
der zweiten Voraussetzung. Also hat man 



*) Jacobi det. funct. §. 7. Kronecker Grelle J. 72 p. ^55. 
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-V ^rl + . . + 3; — 



^rl + . . + ^^ ^r« - 



Die Functionen y^, . ., 3/,^— n ^m? • •? -^n 's^^d unabhangig von 
einander. Nach voUbrachter Reversion sind x^^ . . , x^ gegebene 
Functionen der yj, .., y,H— 1> ^my ••? ^n? ^'^^ dabei (II) 

OZr 

Also ist 3/^ eine Function der j/^, .., Vm^i^ ^m? ••? ^n> der 
Art, dass 

-r^ r — + . . + -V \ - "^ ^ d. n. -c — = 

Oa?i OZr OXn OZr OZr 

mithin durch y, , . ., ym—i ausdrtlckbar ohne z^^ ,., z^. 

Wenn insbesondere die Functionaldeterminante von n Func- 
tionen y nach den n Variablen x bei alien x null ist, so sind 
die Functionen nicht unabhangig von einander. 

3. Wenn dieGrOssen y explicite gegebene Functionen der 
GrOssen x sind , so kann y^ in Bezug auf xj^ differentiirt, also 
auch die Functionaldeterminante unmittelbar gebildet werden. 

Wenn insbesondere yj die Variable x^ nicht enthalt, wenn 
yg die Variablen x^, x^ nicht enthalt, wenn tlberhaupt y,- die 
Variablen a:,, .., x^__^ nicht enthalt, so erscheint die Functio- 
naldeterminante in Form eines Products, weil von ihr nur das 
Anfang§glied tlbrig bleibt (§. 3, 3). 

Wenn die Grdssen y gebrochene Functionen mit demselben 
Nenner sind, z. B.*) 



*) Jacobi Crelle J. 42 p. 40. 
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Durch die Substitution w = — , w^. = -4 findet man ebenso 



Ml 



6« 


bu 






bv 


bv 


hx, • 


■ hx„ 




V 


bxi 


bx. 


bU)^ 

bx^^ 


bui 
bx^ 


_ 1 

fn + i 


Vi 


bvx 

hx: ■ 


bvy^ 
bx. 


bu, 
hxi 


bu. 




^n 


bar, 





unabhangig von den Fluxionen der Function t, 

4. Wenn die Grdssen y implieite gegebene Funetionen 
der Grdssen x sind zufolge des Systems von n Gleichungen 

-^i(yi> .My», a?i, ..,aT„) = 0, .., F,,{t/i, .., y„, a?i, .., a:„) = 

SO ist*) 



bF^ 



bF, 
bXn 



^- bx," bx, ^ ^^ ^^bj\ b^ 



*) Jacobi det. funct. §. iO und 48. 
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Beweia. Zufolge der Yoraussetzungen hat man 

hFi ^ bFi ^ bFi ^ bFi ^ 

^Vr- :(,-^^dx, + .. + ^Jx, 
Wenn nun unter den Variablen x nur xj^ sich andert, so ist 



folglich (§. 6, 1) 






Anmerkung. Wenn die GrOssen Fj, F^^ , , so beschaffen 
sind, dass F^ die Variablen arj, .,, a?,'__i nicht enthalt, so ist 

~^»i * * da?„ ^a?i • • da:„ 

das Product der in der Diagonale stehenden Elemente (2). 
Wenn die GrOssen F^, F^^ . , so beschaffen sind, dass 



so ist 



^±'^'.. '.?•-(-.)• 



"^ oiTi oa;„ ~ Oa?i oa?^ oa?i oa?„ 

Und wenn man aus dem gegebenen System F^ = 0, 
F^ = das System 

yi = ^1(^1. •.) 
yi = ^2(yi, «2, . .) 
ya -- ^sCyi, y2> ^3; • 



yn =* 9n(yi>..;yn-l, ^n) 
Baltzer, Determ. 5. Aufl. 4 
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abgeleitet hatte, so erhielte man die Functionaldelerminante der 
Grdssen y in Bezug auf die Variablen x in Form des Products 

In der That ist die Determinante 







5^1 \(p^ 
^^ 



das Product der Determinanlen 






1 
^y2 



zufolge der Identit^t 

5t/, dark 



^1 ^y^* ^yi. 

da?i }sxi 6a?3 

^.Va ^y2 ^y2 

^ a?! 5 a?2 ^ iPs 

^»/3 ^ys ^yz 

6fl?i diC2 5aT3 



dyt_i ()a?k ■*" diCfc ^ajfc 



5. Wenn n > /// und zufolge des Systems von n Gleichungen 

^\{yu . ., yn, a;i, . ., ar„J = 0, . ., F^{y^, . ., y„, x,, . ., ar^) = 

die GrOssen y implicite gegebeno Functionen der Grcissen x sind, 
so ist*) 

" ^yi " ^n 



*) Jacobi det. funct. §. 43. 
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Beweis. Die Determinante 




bF, hF, hF, bF, 

bxi • • hx„^ ^ym+i * ' ^yn 




(-1)- 


hF,, bF^ 6F„ 6F„ 
hXi ' • bx„i ^ym-i-i ' ' ^yn 




ist das Product der Delerminanten 




^yi ' ' ^yn 


^yi ^yt ^yi ^yi 

bxi • • bx„, hy„i + i ' ' 5y„ 




^yi ' ' ^yn 


^yn ^yn ^yn hn 

bxi ' ' bar^ 5ym + i * ' ^yn 



U7 



well nach (3) bei fc = 1 , 2 , . . , ?» 
und bei k = m -♦- 1 , . . , « 

Der zweile Factor isl von -5" + ^ . . ^^ liicht verschieden 
(§. 3, 3). 

Insbesondere ist bei m = 1 

2 + ^^Jj ^ 
hjfi _ — hxi by2 " ^yn 

hx^ ^ 2: + ^—' — •* 

"" ^yi " ^yn 



6. I. Wenn 2:1 , . . , z^ gegebene Functionen der Grcissen 
3^1 ? ' *•) Vni ^^d diese wiederum gegebene Functionen der GrOssen 
^17 • • > ^m '^^^^ ^^^ hiernach 

^■^k ~~ ^yi S^^k ' * ^yn^^k 

40* 
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isl, so findet man (§. 6, 1) die Functionaldeterminante der 
Grdssen z nach den Grossen a?*) 

eine Summe, deren Glieder dadurch gebildet werden, dass man 
fttr tuv . , alle Gombinationen von je m verschiedenen Nummern 
der Reihe 1 bis n setzl. Bei m = n ist 

^ {^u .»,gw ) ^ <^(^i> » »>^n) ^( yi> »»>yn) 

Unter der Voraussetzung m';;;>n ist die Functionaldeterminante 
null bei alien x, 

II. Wenn yj , • • , ^w ^^'^ einander unabhangige Functionen 
der Xj , . . , a?^ sind dergestalt, dass a?^ , » »•, ^n durch ^, , . . , y^ 
ausgedrtlckt werden kOnnen, so findet man durch Verftlgung 
tlber z^, ' ") ^n 

^(yi, > Vn) ^(^i,..»a?n) 

Die Fluxionen von x^ nach a^^, 0^2, 
folglich**) 

^ (a?i, ..,arn ) ^( yi>'Myn) ^ j 

^(yo ..,yn) ^(^1,. ., ^n) ^ 

M ^i> «'»a?m ) ^( yi. -oyn) ^ ^ (yi>n-i> -•>yn) 

7. Wenn die Functionen/^, • • ? /n d*® ersten Fluxionen einer 
gegebenen Function / sind, d. h. 

df ^ f^dx^ + . . ■\' Udx^, dfi = fixdx^ + . . + Undx^ 



h{x„ 




,^n) 








Hx„. 


• } 


^m» ym 


+1; 




y») 


M^l, 


• 


. . . 


• 


• > 


«'») 


sind 


1, 


0, .. 


, u. 


s 


w. 



*) Jacobi det. funct. §. i i . ^^X-, 

**) Jacobi det. funct. §. 8 und 9. Das erste Theorem hatte Mo^ius 
Crelle J. 42 p. 146 gefunden. 
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so ist ihre Function aldeterminante die Determinante der zweiten 
Fluxionen ^i/u .. f^f^ (Hessk^s » Determinante der Function « 
1844 Grelle J. 28 p. 83, wHessiana Sylvester Cambr. and 
Dublin math. J. 6 p. 186). Die Determinante einer quadrati- 
schen Fonn / ist von der Functionaldeterminante ihrer halben 
erslen Fluxionen nicht verschieden. 

Wenn die Fluxionen /i , . . , /^ durch eine Gleichung verbun- 
den sind, so ist die Functionaldeterminante derselben, die Deter- 
minante der Function /, null bei alien x (2) . Wenn insbeson- 
dere/j,..,/^ duroh eine homogene lineare Gleichung 
mit constanten Goefficienten 

c\f\ + ca/'a + .. + c„/n = 

verbunden sind, so geht die Function / durch die lineare Sub- 
stitution 

a?i = yi + ciy„, . ., a;„_i — y^-x + c„_,y„ 

in eine Function der n — 1 Variablen y, , . ., y^__i tlber, weil 

8. Wenn die Function F(y, , .., Vn) nach Einftthrung der 
Variablen a:, , . . , a:„, von welchen y, , • • , ^n *^ gegebener Weise 
abhangen, durch 0[x^^ ••> ^n) ausgedrtlckt wird, so wird das 
zwischen bestimmten endlichen Grenzen genommene nfache In- 
tegral J = J F(y, , . . , y^] dy^ . . dy^ durch 

*) Hkssk Crelle J. 42 p. 122. Die Umkehrung, dass von einer be- 
liebigen Form f mit identisch verschwindender Determinante die Fluxio- 
nen f^f , ,, fn durch eine homogene lineare Gleichung mit constanten Goef- 
ficienten verbunden seien, hat Hesse a. a. 0. und (infolge meiner Bedenken, 
die ich Herrn Borchardt mitgetheilt hatte) 56 p. 263 zu beweisen ge- 
sucht. Bei quadratischen Formen und bei beliebigen binSren Formen ist 
diese Umkehrung zul&ssig. Bei cubischen Formen von 3 und 4 Variablen 
ist der Nachweis der Umkehrung gegeben worden von Pasch 1874 Grelle 
J. 80 p. 169; Uberhaupt bei Formen von 4 Variablen von Gordan und 
NoTHKR Bericht der Erlanger Societat 1875 Dec. Dass bei Formen dritten 
und hohern Grades von 5 Variablen die Umkehrung unzulassig ist, hat 
GoRDAW bemerkt. Math. Ann. 10 p. 547. 
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ausgedrtlckt. Dabei wird vorausgeselzl , dass jedem System 
von Werthen der y ein System von Werthen der x eindeutig 
entspricht und dass die Grenzen der Integrationen in Bezug auf 
die X entsprechend den gegebenen Grenzen der Integrationen 
in Bezng auf die y gezogen werden*) . 

]foweifl. Die Reihenfolge der Integrationen ist beliebig. Wenn 
man mit der Integration in Bezug anf t/^ b^innt, und 

setzt, so hat man dy^ durch ^^^ ^^a?^ zu ersetzen, weil y,, . ., 
3^n— 1 unverandert bleiben, und findet 

J^= [F(yi,..,yn-l,9Pn)>j^^yi--^y«-l^^n 

Wenn man die Entwickelung dieses Integrals mit der Integration 
in Bezug auf y^—x beginnt und 

setzt, so hat man rfy^_i durch v^**""* ^a?^_i zu ersetzen, weil 
2/1 J . -ryn— 2? ^n unverandert bleiben, und findet 

Indem man so fortfuhrt, erhalt man endlich 



*) Die Transformation eines zweifachen IntegFals (integrale dupU- 
catum) ist zuerst von Eulkr 4769 Nov. Gomm. Petrop. 14, I p. 72 (Gale, 
integr. IV p. 446) gezeigt worden. Bald darauf hat Lagranob M6m. de 
I'Acad. de Berlin 4 773 p. 425 die Transformation eines dreifachen Inte* 
grals ausgefiihrt. Der allgemeine Ausdruck des transformirten vielfachen 
Integrals riihrt von Jacobi her (Grelle J. 42 p. 38, det. funct. §. 49). Dea- 
selben Ausdruck hat spater Catalan gefunden. M6m. cour. p. I'acad. de 
Bruxelles t. 44 (4840). Vergl. Bull, de I'acad. de Belgique t. 43, 6. 
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Das Product der hinzutrelenden Differentialcoeffieienten ist der 
Functionaldeterminante der GrOssen y in Bezug auf die Grdssen x 
gleieh (4). 

9. Zu derselben Kegel gelangt man unmittelbar durch Ver- 
folgung des Weges, den Lagrange (1. c.) bei der Transformation 
eines dreifachen Integrals eingeschlagen hat*). 

Wenn /j , /2? • m /n Funetionen der Variablen x^^x^^ • • ? ^n 
sind , und durch f^^ der Dififerentialcoefficient von fi in Bezug 
auf x^ bezeichnet wird, so besteht das System von linearen 
Gleichungen 

^U ^ f\\dx, + . . + fxn^^n 



Durch AuflOsung desselben erhSlt man (1) 

wenn i?n = - i/ii • ' fnn ^^^ ^ik ^^® Adjuncte von f^j^ in R^ 
bedeutet, so dass insbesondere J^^ = Rn—i ^^^^ ^ sei nun 
U eine gegebene Function von /j , . . , /^ und 

das zu berechnende vielfache Integral.- 

Wenn man die Reihe der auszuftthrenden Integrationen mit 
der Integration in Bezug ^auf/^ erdffnet, so hat man die Summe 
der Differentiale Udf^ unter der Bedingung zu suchen, dass/^, 
fit ' "f fn—x unverandert bleiben. Unter dieser Bedingung ist 
in dem obigen System von linearen Gleichungen 
df, « 0, df2 = 0, .., dU^, = 
folglich 

R 

so dass man df^ durch - !^rfa:„ ersetzen kann. Folglich ist 
^Udf, . . df, = k^^^ dn • . dfn-^ dx^ 
*) Vergl. Catalan 1. c. Muikno Lc<.ons 11 p. 243. 
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wenn die Grenzen von x^ nach den gegebenen Grenzen von /^ 
bestimmt werden. Indem man die Entwickelung des so Irans- 
formirten Integrals mil der Integration in Bezug auf die Variable 

R 

/n— 1 beginnt, hat man dieSumme derDifferentiale ^ p " ^/n— i 

zu suchen, wiihrend /] , /2 j • • j fn—ii ^n unverilndert bleiben. 
Unter dieser Yoraussetzung hat man aber 

(^A = 0, . ., dfn-2 = 0, dx^ - 

mithin folgendes System von n — 1 linearen Gleichungen 

= f n <?a?i + . . + A,n-i ^x^-i 

dfn-i = fn-uidXi + . . + fn-x^n-idXn-i 

Hieraus ergiebt sich wie oben 



SO dass man df^__^ durch ~ — ^^n— i u"^ ^^^-^df/L _i durch 

-"n— 2 -"n — 1 

U ^ dx^__* ersetzen kann. Daher ist bei der erforderiichen 

ifn-2 ^* ^ 

Begrenzung 

Der gefundene Ausdruck ftir das gesuchte vielfache Integral lasst 
sich durch analoge Betrachtungen transformiren, indem man zu- 
folge eines Systems von n — 2 linearen Gleichungen df^__^ durch 

„ — f1x^__2 ersetzt, wodurch 



J ^»-2 



dfn-2dXn^tdXn 



df\ . . df^_^dXf^^2dXf^_^\dXg^ 

-5 

wird, u. s. w. Endlich findet man auf demselben Wege 
\u^dfidx2,,dxn = \URf^dxxdx2 , . dx^ 
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indem man zuerst in Bezug auf f^ integrirend vermOge der Be- 
dingungen 

dx2 — 0, dxz = 0, . ., dXf^ = 

das Differential df^ durch ^dx^ d. i. R^dx^ ersetzl. 

10. Wenn y eine gegebene Function von x ist, so liegt der 
Punct xy auf einer bestimmten Planlinie. Wenn ftlr alle Punete 

xy die zweite Fluxion j^ null ist, so ist die Linie gerad oder 

sie besteht aus einer Geraden und einer andern Linie. Ausser- 
dem aber ist ftlr den Punct xy Sinn und GrSsse der Krtlm* 
mung der Linie durch Zeichen und Werth der zweiten Fluxion 
bestimmt. Diesen Bemerkungen, welcbe bei Erfindung der 
DiflFerentialpechnung gemacht worden waren, entsprechen fol- 
gende Satze. Wenn z eine gegebene Function von x und y ist, 

dz = pdx + qdy 
dp = rdx + sdy, dq =« sdx + ^dy *) 






r s 
s t 



so liegt der Punct xyz auf einer bestimmten Fliiche. Wenn ftlr 
alle Punete xyz die Functionaldeterminante rt — s^ null ist, so 
ist die Flache developpabel, in planum explicabilis **) . Ausser- 
dem ist der Punct xyz ein elliptischer , parabolischer , hyper- 
bolischer Punct der Flacbe d. h. die Flache ist daselbst concav- 
concav (convex -convex) , plan-concav (plan -convex), concav- 
convex, je nachdem rt — s^ positiv, null, negativ, so dass der 
Gleichung rt — s^ == die parabolischen Punete der Demar- 
cationslinie entsprechen, welche die elliptischen und die hyper- 
bolischen Punete der Flache trennt***). Die Krtlmmung der 
gegebenen Flache in dem Punct xyz derselben (im Gegensatz 
zu curvatura integra) wird durch dieselbe Functionaldetermi- 



*) Bezeichnung von Eulkr Calc. int. 3 nO 299 und Mongb M6ni. de 
Paris ^784 p. ^26. 

**) MoNGE 1775 M6m. pr(5s. t. 9 p. 382. Eulbr hatte illi Nov. Comm. 
Petrop. t. 46 p. 3 besondre Gleichungen developpabler Flachen gegeben. 

***) Mbusnier 4776 M6m. pr6s. t. 4 p. 476. Vergl. Dupi^ D6veloppe- 
ments de g^om^trie 4843 p. 48. Mobius baryc. Calc. §. 407. 
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nante berechnet oder bei verschiedenen Methoden, die Flachen- 
puncle zu bestimmen, durch Aequivalenle derselben*). 

Der gegebenen Flache wird von Gauss eine Kugel beige- 
ordnel, deren Centrum im Anfang der orthogonalen Goordinalen 
liegt und deren Radius eine Liingeneinheil isl, so dass dem 
Fliichenpunet xyz derjenige Kugelpunct XYZ entsprichl, dessen 
Radius mit der Normale des Flachenpunctes einerlei Richtung 
hat. Einem Flachendifferential in der Nahe des Puneles xyz 
entsprichl demnach ein paralleles Kugeldifferential in der Nahe 
des Punctes XYZ, Das Verhaltniss dieses Kugeldifferentials 
zu jenem Flachendifferential ist das Mass der Krttinmung der 
Flache in dem Punct aryz. Dasselbe Yerhdltniss haben die Pro- 
jectionen der beiden parallelen Flachendifferentiale auf die Ebene 
xy. Die Flache des Dreiecks der Puncte 

hat (vergl. unten §. 15) die Projection \[dx8y — dxdy), wah- 
rend die Flache des entsprechenden Dreiecks die Projection 
i{dXdY — dXdY) hat. Daher ist die Krttmmung der Flache 
in dem Punct xyz 

jc « d YSY^d XdY 
dx6y — 6xdij 

Nun sind JT, Y wie z bestinamte Functionen von a?, y, d. h. 

jT^ ^X J bX , 
dX = '^-^dx + -\—dy 



5a:' 



u. s. w., folglich (§. 6, 1) 







dX bX 




dX 6X 




dx by 


dx 6x 


dY 6Y 




bY bY 


dy 6x 




i Ix by 1 




7- 


bx 


bY bJi 


:bY 



1^ ^^ 

bx by by bx 

die Funetionaldeterminante von X, Y nach a?, y. 



*) Gauss Disq. getierales circa superf. ciirvas 1827 (Comm. rec. Gott. 
VI). Die hier gegebene Form der Uechnunj^ ist in dem Aufsatz des Vcrf. 
Leipz. Berichte 4866 p. \ enthalten. 
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11. Wenn z eine gegebene Function von a?, y ist und ihre 
Fluxionen in Bezug auf a:, y durch p, q, r, Sj t bezeichnel 
werden, so hat man 



dz == pdx + qdy, dp = rdx + S(Zy, fl^j «= sdx 
X : Y : Z : \ = p . q: —\ : "/"^a + ^2 + 1 



^rfy 



Nun ist (5) 



bX bX 




bx bx 


bp bp 


bx by 




bp bq 


bx by 


bY bY 




bY bY 


bq bq 


bx by 




bp bq 


bx by 



und in Folge der Werthe 



X -= 



JB' 



r: ^ 



^a + g2 + 1 



findet man (2) 



bx bx 




bp bq 
bY bY 


1 

^ i?3 


bp ^q 





It 



bR bR 



also 



bp bq 
p 1 
q 1 



R* 



h = 



rt — s^ 



(i)2 



1)2 



12. Wenn / eine gegebene Function von a?, y, z ist und 
ihre Fluxionen durch /j, /2j /a? /m • • bezeichnet werden, so 
hat man auf der FlUche / = 





p = . 


fx 


3 = 


h 




mp^^q^^X) = A2 


+ f2' + fz' 


wo f^i f^^ f'i von X*, 3/, 2? abhangen, wUhrend 2 von a?, j/ abhangt. 


Daher ist 






62? bp 
bx by 
bq bq 
bx by 
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r. 

fz 


ar. dr. 

bx by 
bx by 

&ri dr? 

bx by 
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also 



h « 















A 1 


-1 


f\ fn+ ftiP 


r.i 


+ A»3 fi» 


h* 


h fx2 + fnP 


f» 


+ fiii As 




n fi3 + hiP 


A* 


+ A3« As 




r, 


h 


A 




—1 


f. A. 


fn 


As 




~ h* 


U As 


f22 


As 






/i A» 


fn 


As 









A A A 


—1 


A 


A. A2 As 


' {u^ + f-^ + m'' 


As Aj As 








fa 


As 


As As 



Anmerkong. Wenn / eine homogene Function der Va- 
riablen a?, y, z, w von m Dimensionen ist, so hat man auf der 
Flache / = 0, t/; '= 1 

= a:A + yA + ^/i + A 
(m — 1)A = a?Ai + yAa + zf^^ + A4 

u. s. w., folglich durch Verbindung der Zeilen und der Colonnen 



f\\ fn f\i f\ 

fi2 A2 /is fi 

flS /23 /33 /a 

A A A 



m— 1 



Ai A2 As A 

A 2 A2 As A 

As As As A 

A 4 A4 A4 A 



1 



2^±Ai..A4 



(m— 1)2 

Diese Deterniinante stimmt als Functionaldeterminante der 
/i , . . , /4 "^^^ ^^^ HESSE'schen Determinante von / tlberein (7) . 

13. Wenn die Goordinaten x, y, z von den Argumenten 
u, V abh^ngen, so hat man 

dx = Xidu -^ a?2<?», dy = yidu -¥■ y2dv y dz = z^du -¥■ z^dv 

I dx Xi X2 

\ dy y\ y2 = -4da? + Bdy + Cdz = 

I dz Zi Z2 



§. 12, 14. 
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folglich 









p = - 


C 








C3(^a + q^ 


+ 1) 


ist 


(5 


und 


2) 





fl- 7> 



bp bp 
bx by 


bx bx 
bu bf> 




bp bp 
bu bv 


bq bq 


by by 




bq bq 


bx by 


bu bv 




bu bv 



^2 + ^2 + (72 



C3| 



A 


A 


A, 


B 


^1 


B, 


C 


Ci 


C, 



IB Bi B2 
C Ci C2 

Aus den Identitaten 



Xi X2 




yi y2 


= 


1 Zi Z2 





C Axi -k-Byi -^Czi Ax2 •¥By2 •¥Cz2 
Ci A^Xi-^B^yi-hCiZ^ AiX2-k-Biy2-hCiZ2 
C, AiXi -k- B2yi -k- C2Zi A2X2'hB2y2-^C2Z2 



^a?i.+ Byi + Czi — , Ax2 + By2 + (72^2 = 
^ia?i + ^1^1 + C,2fi + ^iCji + ^y,i + Czn = 

u. s. w. folgt aber 



A Ai 
B Bi 



^2 
B2 



C C, C2 



1^1 + . 


• ^1^2 + .. ^ 


^a?!! + . 


. ^a:|2 


iiX, + . 


. A2X2-k-.. "° 


Ax^2-^ . 


. AX22 



Demnach ist ]k(^2^ ^2+ C2)2 = c^[rt — s'^) 



«11 


X^ X2 


^25 


J a?t X2 




a?, 2 a;, 


«7 


yii 


y\ y% 


^22 


Vi yi 


— 


yi2 yi y2 


«^ii 


^1 ^2 


2^22 


Z^ Z2 




^12 «i Z2 




a?iia?22 + 




X^X22 + . 


. a?2a?22 + . . 




= 


a?na?i + 




X^X^ + . 


. X2XX + . . 






a?na?2 + 




X^X2 + . 


. Xi^i + . . 






a?,2a?i2 + 




a?i x^2 + . 


. a?2a;i2 + . . 




— 


a?i2a?i + 




a?iiri + . 


. X2XY + . . 






a?i2a?2 + 




X^X2 + . 


. OL 


H^2 + . . 





14. Fttr das Quadrat eines in dem Punct xyz anfangen- 
den Liniendiffereniials der FlSche hat man 

dx^ + (iy2 j^ az^ 
= (/?2 + i)dx^ + 2i?<?<?a; (?^ + (gr2 + i)<it/2 



458 §. 12, 14. 

wobei 

^ = a?i2 + y^i + z^-i, F = x^X2 + yxy2 + ZyZ2, G ^ Xi^ ^ y.^^ + 2:22 

Die Krttmmung fc ist von Gauss auch dureh die GrOssen JS, F^ G 
iind deren erste und zweite Fluxionen ausgedrtlcki worden. 

Zun^kchst ist die Deteritiinanle der quadratischen Form 
Edu^-h,. aus der Delerminante der Form (p^ -^ i) dx^ -^ . , 
abieitbar (§. 6, 5), folglich 

EG—.F^ « (i)2 + g2 + \)C'2 = ^2 + iJ2 + C2 
Ferner ergicbt die Different iation nach u und v 

i^j = x^Xix ■\- . . i^i = 0:20:12 + . . 

1^2 *= XiXi2 + . . 2^2 = 0?2O:22 + • • 

^-&22 = ^12^12 + . . + iCli>?l22 -•- • • 4 ^11 =* ^12^12 + • . + ^^2^112 + •• 

jP, = a?2 0?ii + . . + x^Xi2 + . . -^2 = o?2o:i2 + . . + a?.ia?22 + • • 

jPi2 = a?niF22 + . • + 0?2 0:ii2 + • • + ^12 ^J 2 + • + ^l*l?122 + • • 
-^^^12 — 2-^22 — i^ll = ^11^22 + • • — ^12^12 — • • 

Durch Benulijung dieser Weirlhe erhaU jnan aus dem obenstehen- 
den Ausdruck (13) den folgenden iiM k[EG — F'^)'^: 



I i^j2--J^22-J^n F'l-IG, \G2 
I ^^1 ■ E F 

I iPj—iJS'j F G 



J^2 J^l 

i^2 ^ F 
iGi F G 



Anmerka^g. Liouvillf. (Journ. 16 p. 131) hat EG—F^ = D^ 
gesetzt und gefunden 



16. WenB die reciproken Functionaldeterminanten (6. II) 

* = iiZ.'.^l) ^ "'•"" *■* *'""" 

nicht null sind, und wenn t eine GrQsse bedeutet, von welcher 
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f\i fii ' 'ifn ^"^ gegebene Weise abhSngen, so kann man die 
Fluxionen 

~bt ' ht ' ' ' ht 

welche zunachsl Functionen von a;^, a?2, . . , a^^ sind, von den 
Variablen/, , /2, . .,/n abhain^ig maehen, um sie in Bezug ^uf 
diese Variablen zu differenliiren. Die Functionaldelerminante i2, 
welche zunachsl eine Function von x^, arj , . . , a:,^ ist , kann 
ebenfalls durch /^, /j, .., f^ ausgedrttckt und dann nach t 
differentiirt werden. Wenn andererseits u eine Variable bedeu- 
tet, von welcher a?^ , a?2 , . . , x^ auf gegebene Weise abhangen 
u. s. w., so ist*) 

und analog 



b bxx b bx.2 
bxi bu ■*■ bx2 du ■*■ •• ■*■ 


b_ ^„ 
da;„ bw 


' = 


blo^S 

bu 




»U«fe)-a(*fe)-; 


• "^ d^ 


,(* 




'. 


Insbesondcre ist**) 










dA "^ dA * •• •*■ 




» 




• 


^"ki . dots ^ ^ 
oa?i bx2 


5a?„ 


= 






Beweis. Nach §. 3, 15 hat man 










bt ik 










™ «<. - ^'^ u„d ?- _ ^;^ 


. Nun ist 






^^fi bx, b^fi bx2 
btbx, bfi * btbx, bfi +••■*■ 


b^fi 
btbxn 


bx^ 


b 





*) Jacobi det. funct. §. 9. Vergl. Jacobi Crelle J. 27 p. 209. 
**) Jacobi Crelle J. 27 p. 203. 
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folglich 

ht = 




dlog£ 



§. 12, 15. 

Ferner ist RS = 1, also log/2 4- logS = 0, und 

^ 57" "*■ T M "57 

Da die Funclionaldeterminante S eine Function der GrSssen f^ , 
/2, ..,/^ ist, welche die Variable t enthalten, so hat man 

ht ~' Wi 57 ■*■ 5A 5« ■*■ • • ■*■ hfn ht 
Nimmt man hinzu, dass 

ist, so erhalt man die zweite der aufgestellten Identitaten. Die 
analogenldentitaten ergeben sich durch gleichzeitige Vertauschung 
von t mit u, / mit a?, B mit /S. 

Wenn insbesondere t = xjg, so ist 

^5^ ^'^^v "•'•^• 

16. Wenn 2[, X^, , ,, JC^ gegebene Functionen von a?, a^j . . , 
x^ bedeuten, / eine unbestimmte Function derselben Variablen 
und 

^^'^ hx ^ hXi . OXn 

ist; wenn ferner n von einander unabh^ngige Ldsungen der 
linearen partialen Differentialgleichung yj(f) = durch /p 
/2 7 • -j/n bezeichnet werden, so dass t//(/i), V^(/2)? • •> '^PUn) 
identisch verschwinden : so lasst sich ein Multiplicator M an- 
geben, durch welchen ip{f) zur Determinante der Functionen 
/> /t? • • ? /» wird. Es ist namlich 



§. 42, 16. 
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R 



hx bxi 


bx„ 






bx„ 


OX ' hXi 


ix bxi 


i>fn 





+ A 



hXn 



fol^lich Mifj{f) = Ej wennM= A^ : X^, In derThat versch win- 
den R und ifj (/) , wenn fttr / eine der Funclionen /j , /2 , . . 
geselzt wird. Zufolge der in (15) bewiesenen Eigenschaft derAd- 
junelen A, Ai, . .j A^ ist der Mulliplicator M eine LOsung der 
linearen partialen Differenlialgleichung*) 



hx 



hXi 



hXn 



Anmerkung. Die durch M bezeiehnete Function der GrOssen 
a;, a?j , . . , a?^ wird nach Jacobi (I. c.) der Multi plica tor der 
partialen Differentialgleichung yj(f) =0, oder der partialen 
Differentialgleichung 



= X— X|; 



hx 



hxx ' ' ^bxn 

oder des Systems von gemein&n DifFerentialgleichungen 
dx : dxi : dx^ : . . : dx^ =»= X : Xj ; X^ : . . i X^ 

genannt, weil die LOsungen jener partialen Differentialglei- 
chungen und dieses Systems gemeiner Differentialgleichungen 
ina engsten Zusammenhange stehen. Ist namlich n eine Ldsung 
der Gleichung xp[f) = und x dadurch von rc^, a?2, . ., a?w ^~ 
hangig gemacht, dass man 7t einer willkttrlichen Gonstante 
gleichgesetzt hat, so hat man 



= 



X 


in 


Xy 


hn 

bXy 


+ 




hn 
bxi 


+ 


Ik 
hx 


bx 

hXi 



. + X, 






*) Jacobi Crelle J. 27 p. 240. Vergl. dessen Vorlesungen iiber Dyna- 
mik. Malmsten Liouv, J. ^862 p. 257. 

Baltzer, Determ. 5. Aufl. \\ 
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^n hn hn ^ i . _ ^^ . ^^ 

hx ' hxi ' ^X2 ' ' ' ^Xi ' hx2 

oa?i " CXn 

Sind andrerseits /j, /2j • •? /^ von einander unabh^ngige L(i- 
sungen der Gleichung tp{f) =0 und willkttrlichen Constanten 
gleichgesetzt, so hat man 

da? OXi Cx^ 



und die Ldsung dieses linearen Systems 

dx : dxi : dx2 : . . = A : A^ : A2 : * . 
= X : Xj : X2 : . . 

§. 13. Die homogenen Punctionen, insbesondere die 
quadratischen Pormen. 

1. Wenn u eine homogene Function der Variablen rr^ , a?2 , . . , 
x^ von m Dimensionen ist, wenn man 3— dureh u,- bezeichnet, 
so ist naeh Euler's Theorem*) identisch (bei alien a) 

Indem man denselben Satz auf die homogenen Functionen m^, 

u^j^ bezeichnet, erhiilt man bei alien x 



1^2 , . . , von m — 1 Dimensionen anwendet und n — <-~ dureh 

x^ a 



2. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist**) 
m(w — l)w = ZxiXj^Uik (♦, Aj == 1, 2, . ., n) 



*) Mechanica ^736 torn. II, §. 406. 497. Calc. diff. §. 225. 
**) Lacroix Gale, difif. §. 292. 



§. 13, 3. 
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Wenn man namlich die obigen IdeDtitSiten der Reihe nach mit 
x^y X2, . . , a?^ mullipiicirt und addirt , so findel man auf der 
rechten Seite die angegebene Summe, weil u^j^ = uj^ , und auf 
der linken Seite m[m — 1)^ nach (1). 

AUe diese Ausdrttcke der homogenen Function durch ihre 
ersten, zweiten, , . FluxLonen ergeben sich, wenn man die 
Identitat 

f{xi + ««,, a?2 + a>a?2, . ., a?n + <ox„) = (H-€tt)«f(a;i, a?2, . ., x^) 

nach steigenden Potenzen von co entwickelt. 

3. Die Determinante (n 4-1) ten Grades 



m — 1 

1*1 M|, 



Wnl 



ist null, weil nach Multiplication der ersten Colonne mit m — 1 
und nach Subtraction der mit den Variablen raultiplicirten 
tlbrigen Golonnen alle Elemente der ersten Colonne null werden. 

In R hat das erste Element die Adjuncte 



Mil 



w„i 






die HESSE^sche Determinante von u (§. 12, 7). In v habe das 
Element u^j^ die Adjuncte a^j^. Dann ist aj^i = a^j^, weil 
^ki = ^ik (§-3,5), und (1) 

VXi = (w-l)(aiiMi + . . + amM„) 

Durch Entwickelung von R nach den Elementen des Randes 
(§. 5, 5) erhalt man bei alien x*) 



m 
m — 1 



I Ml 
I Wi M,i 



= 0, 



w— 1 



*) Hbsse Crelle J. 38 p. 242. 



H" 



464 §. HS, 4. 

4. Das System (\) 

— (»» — 1) ~ f + Ml a?t + . . 4- l«n iPn = 

wt — — 1 

— (w — 1) Ml + Mil a?i + . . + M„i a?„ = 

-(w — 1) M„ + Mi„a?, + . . + M„„a:n « 

ist linear fttr — (m — 1), a:|, x^ mit der Determinante i2 = 0. 
In R habe das Element der Zeile t und der Colonne fc die 
Adjuncte /J^jj.. Dann ist 

hi == A"k» ?ik^ == Ai^kHF (§• 5, 7), /Jqo "" «', , 

Wenn v nicht bei alien x null ist, so hat das lineare System 
die Lttsung (§. 8, 2) 

— (m — 1) : a?i : ara : . . «« f> : fti : A2 : . . 

5. Die bewiesenen Relationen leisten einen wichtigen Dienst 
in der Theorie der Krtimmung von Linien und Flachen. Wenn 
/ eine Function der orthogonalen Coordinaten a;, y eines Punctes 
ist, also / = die Gleichung der Lipie ist, auf w^lehjer der 
Punct xy liegt; wenn ferner 

hx^ ~ '"' bxh^ "" hyhx ~ '\^ ~ ''^' . ^y2 = /^22 

gesetzt wird, so ist bekanntlich 

a? — f:y — i7 = A:/2 
die Gleichung fttr die Normale der Linie / = durch den 



*) Hiermit stimmen die von Hesse (Crelie J. 2a p. 103 und 38 p. 242) 
gegebenen Relationen Uberein. 



§. 13, 5. 
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Punot xy derselben, wobei |, i; die Coordinaten irgend eines 
Punctes der Nonnale bedeuten. Setzt man 

und differentiirt dlese Gleichungen, so erhalt man 

f^dx + f^dy = 
{X — ^)dX + Xdx =« df^ , (y — fi)dX + Xdy = d^ 
oder 



fix ^ df,-Xdx, 



^dX 



df2 — Ady 



ftlr die Nonnale der Linie /= durch den Punet [x 4- dx, y^dy), 
welche mit der ersten Nonnale den Punct ^tj gemein hat, d. i. 
das Centrum der Krttmmnng, welche die Linie /== im Puncte 
xtf hat. Aus dem System 




dX 



fidx + 
(Ai-A)rfaf + 



hdy 
fii^y 



folgt (§. 8) 








A 

f2 



(A^ + /22)A + L 



f2idx -k- {f22'-X)dy 



= 



A 




A 




r.i- 


A 


As 




Aj 




A»- 


-A 


L = 


0, 


£ 


= 



A A 
A At Aj 
A A 2 A2 



Endlich hat man fttr den Radius q des Krttmmungskreises 

A2 + A2 



und die Krttmmung 

1 -L 



A2 



I 



(A^ + A^) 

Die Determinante L ist leichter zu behandeln, wenn die 
Function, auf welche sie sich bezieht, homogen ist. Versteht 
man unter u die homogene Function der Variablen x^, x^^ x^, 
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welche mit / identisch wird, wenn x^ = i^ so hat man (4) bei 
w = 3 

10 Ml Ui 



iy = Wj Uii M,2 
I «2 ^12 ^22 






worin v = 2 ^ w, 11/22^33 und nach der Differentiation a?3 = i 
zu setzen ist. 

Der Punct der Linie / = (oder w = 0) , in welchem die 
Krttmmung verschwindet , ist ein Wendepunct der Linie (im 
weitern Sinn) . Dazu gentlgt die Gleichang L = (oder i? = 0) , 
wenn /| 2 4-/2^ nicht null, der Punct kein mehrfacher ist. Also 
sind die Wendepuncte gemeinschaftliche Puncte der Linien 
/ = (oder u = 0) und L = (oder t? = 0) . Nun sind / 
und u nach Voraussetzung mten Grades, v aber 3(m — 2) ten 
Grades, folglich haben die gedachten Linien 3m (w? — 2) gemein- 
schaftliche Puncte, die Wendepuncte der Linie / = sind, 
d. h. eine Linie Twter Ordnung ohne mehrfache Puncte 
hat 3m(m — 2) Wendepuncte*). 

6. Wenn / eine Function der orthogonalen Goordinaten x, 
y , z eines Punctes , als / = die Gleichung der Flache ist, 
auf welcher der Punct xyz liegt, so sind ftir den Punct ^?;C, 
welcher auf der den Punct xyz enthaltenden Normale der 
Flache liegt, 

a: — S ^ y — n _ ^— ? ^ 1 
U T2 h A 

Die Normalen der Flache / = durch die Puncte (a?, y, z) und 
[x'\-dx^ y-^dy, z-^-dz) schneiden sich im AUgemeinen nicht, 
sondern nur dann, wenn der zuletzt genannte Punct auf einer 
durch xyz gehenden Krttmmungslinie liegt**). Ihr Durchschnilt 

*) DieserSatz ist ^884 von PlUckkr (Crelle J. 42 p. 405, System 1835 
p. 264) aufgestellt worden. Der hier mitgetheilte Beweis riihrt von 
Hksse (1. c.) her. Einen andem Beweis Gndet man bei Jacobi (Crelle J. 40 
p. 254). 

**) Bei genauer Inflnitesimalbetrachtung findet man (Schbibnbr brief!. 
Mittheilung), dass in diesem Falle bei verschwindender Distanz der Fuss- 
puncte die Distanz der Normalen verschwindend 3ten Grades ist. Vergl. 
BouQUKT Lioiiv. J. 11 p. 125. 
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^rj ^ ist das Krtlmmungscentrum eines Hauptschnitts der Flache 
ftlr den Punct xt/z. Durch Differentiation der obigen Glei- 
ehungen findet man fttr diesen Fall 



(^ — f )(iA + A<2a: = dfi, u. s. w. 



Oder 



dX 



dfi — Xdx 



h^Y^dU--Xdy 



Folglich (§. 8) ist 



A dfx dx 
fi df2 dy 
n dh dz 



= 



- dX 
^' X 



die Differentialgleiehung, welche in Verbindung mit / = die 
durch den Punct xi^z gehenden Krttmmungslinien bestimmt. 
Aus dem System 

«= f^ dx -^ hdy + U dz 

fi^ = {fn-^)dx -^fx^dy + fxzdz 

fx<tdx + (^22 — A)rfy + f^zdz 

fxzdx •^f2zdy-¥{f^Q — X)dz 

folgt zur Bestimmung von X 

A h h 

f\ fu — ^ fl2 As 

A A 2 A2 — ^ As 

A As As As ~~ ^ 

- (A^ + A^ + A*)>ta -hKX + L ^ 

eine Gieichung zweilen Grades mit den Wurzeln V, A", so dass 

(A2 + A2 + A2)it'>t"+ L = 

Wenn man endlich den Abstand des Punctes ^rj^ von xyz 
durch (> bezeiehnet, so ist 

g% =. (a._g)2 + (y-^)2 + (^-5), ^2^2 « A^ + A^ + A' 
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Demnach hat auch q zwei Werthe q\ q'\ so dass 

Die reciproken Werthe von q und q" sind aber die Ertimmungen 
der durch xyz gehenden Krtlmmungslimen und der von ihnen 
bertihrten Hauptschnitte der FlSche, also ist das Product der 
Hauptkrttmmungen der Flache / = in dem Puncte xyz 

-^ = ^f,2+jf+f^»^, (vergl. 8. *% «.) 

Versteht man unter u die hotnogene Function der Variablen 
x^j X2, x^, a?4, welche bei x^ = \ mit / zusammenMlt, so hat 
man (4) bei w = 4 



L = 



W, t*2 «3 

1*1 Uii l«,2 Wl3 

W2 Wi2 ^22 ^23 

W3 M,3 M23 W33 



/?44- 



(m-l)3 



Die Puncte der Flache / = oder u = 0, fttr welche L 
oder 1? verschwindet , sind parabolische Puncte der Flache 
(§. 12, 10), und liegen auf der Demarcationslinie (/== 0, L = 0) 
oder (w == 0, i? = 0), welche die elliptischen Puncte der Flache 
von den hyperbolischen trennt. Nun sind / und u nach Vor- 
aussetzung mten Grades, v aber 4(m — 2)ten Grades, also ist 
die Demarcationslinie einer Flache wter Ordnung eine 
Linie tn'^i(m — 2)ter Ordnung*). 

7. I. Aus den in (1) gegebenen Identitaten hat Jacobi**), 
veranlasst durch einen von Hesse milgetheilten Satz, folgendes 
die Fluxionen der Determinante 






^kl 



hxjghxi 



belreffende System von Identitaten entwickelt. Indem man (3) 

VXi = (m - l)(aiiWi + . . + OniUn) 



*) HUSSE 1. c. 
**) Crelle J. 40 p. 318. 
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in Bezug auf a;,- oder a;{. differentiirt, erhslt man 

tiXi = {m-\)[^j~ut + .. + -5^«„j + (m-2)» 

well (§. 3, ^) 

«i<«i< + . . + ««,«„< = » 

«H«1»+ . . + «!•<«»»= 

Durch abermalige Differentiation erhstlt man 
indem man die DiflFerentiation der Identitaten 

auUu + . . + aniUni ■= V 

in Beaug auf xj^ zu Httlfe nimmt. 

II. Dem System (uj :*= 0, . ., w^ = 0) , bei welchem w, 
V, Vj , . . , v^ null sind (1) , genUgen im AUgemeinen nur otj = 0, . . , 
ic^ =« 0. Wenu aber diesem System solcbe x genllgen, die nicht 
alle null sind, so ist die Form u singular, dergestalt dass die 
Gleiqbung u = an dieser Stelle keine Differentialgleichung 
erster Ordnung bat. Zu^eicb ist die Determinante v singular, 
so dass die Gleicbung «; = an derselben Stelle keine Diffe- 
rentialgleicbung erster Ordnung bat. Das lineare System fttr 
solcbe X 
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hat die Determinante r, welche null ist. Wenn dabei 

nicht null ist, so hat das System die LOsung 

a^i : fl?2 • ^3 • • . = «ii • ffi2 : ai3 • • • 
= V^n • ■/a22 : "/ass : • • 

r r ^i^k 

d. h. a,Tt = y auV^kk = -^-T^'i 
Durch diese Substitutionen erhalt man (1) 

= ^^ V^'h^ ^ '^ ""-T^) 

d. i. nach (1) 

(m— l)(m — 2)a,, 

folglich*) 

t?ii : t?i2 : . . : ^23 : • • = ^11 • ^12 : . . : W23 • • • 
weshalb auch die Delerminante -^i ^n . . v^n verschwindet. 

Wenn der Punct x dem System («, = 0, w^ = 0, (^3 = 0) 
genUgt, so ist er ein Doppelpiinct der Linie m = 0, deren Tan- 
genten daselbst durch die Proportion der zweiten Fluxionen 
von u bestimmt werden. Demnach ist ein 2facher Punct der 
M = mit getrennten Tangenten ein 2facher Punct der Linie 
y = mit denselben Tangenten. Bei vereinten Tangenten ist 
eine Spitze der m = ein 3facher Punct der t? = mit 3 
Tangenten, von welchen 2 mit der Spitzentangente vereint sind 
(Salmon plane curves 1 852 n^ 85) . Ein Doppelpunct der m = 
gehort zu den Puncten (u =0, v = 0), ohne ein Wendepunct 
der M = zu sein (5) ; er enthalt 2x2 + 2 (bei vereinten 
Tangenten 2X^ + 2) gemeinschaftliche Punete der Linien u = 0, 
v = , welche nicht Wendepuncte der Linie w = sind. 
Plucker System 1835 p. 266. 



*) Hkssk Crelle J. 40 p. 346. Vergl. Jacobi I. c. 
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a\ 



8. I. Auf die Funclionaldeterminante von n Formen ver- 
schiedener- Grade derselben n Variablen beziehen sich die 
analogen von Hesse (anal. Geoni. des Raumes p. 100] gegebenen 
Betrachtungen. Es sei a^ eine Form m^ten Grades der a:, , . . , a?^, 
ferner 

«11 »12 



«& = 






A = 






a^i a22 



und cr^'^j. die Adjuncte von a^j^ in A, so ist 

Wenn man in A die Colonne t mit x^ multiplicirl und die 
rail den Variablen mulUplioirten andern Colonnen addirt, so 
erhiilt man 

Axi =^ Wiai«H + . . + m^ttnCCni 

und durch Differentiation nach x^ 

hA httii 

oder, weil A = a,,cfi,- + 02i^2i "*"••> 
Durch Differentiation nach xj^ folgt 



bA 



hau 



^ — Xi *« miOj 3 — 

OXjc iFfc 



mi aifettti 



oder, weil = «i;k«i,- + ^2A;^2» 



b^ 



^«i» 



+ (m2 — Wi)a2fc«2» + . . 

II. Bei solchen a?, die dem System (a^ = 0, . ., «^ = 0) 
genttgen, ist 
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Insbesondere sind bei gleichen Graden m die ersten Fluxio- 
nen der A null. Wenn m^, .., m^_i einander gleich sind, 
so ist 

hA . . bA , ^ 

Wenn w^, . ., m^_^ einander gleich sind, so ist 

^^ f ^ , ^ 

bA b^ ^ i^r^H + i>r-t-l<*r-l-i,i ■>- « « 

Die Gleichung a^ = bedeutet bei n == 2 einen (mehr- 
deutig) bestimmten Punct einer Geraden, bei n = 3 eine Linie 
einer Ebene, bei n = 4 eine Flache des Raumes. Die Gleichung 
^ = bedeutet dann den den Punctea a, «= 0, oj = ^ einer 
Geraden zugehOrigenJACOBi'schen Punct, diedenLinienaj = 0, 
flj = 0, flg = einer Ebene zugehOrige JACOBi^sche Linie, 
die den Flachen a^ = 0, Oj = 0, Og = 0, 04 = zugehOrige 
JACOBi'sche Flaohe: Sylvester 1853 Philos. Transcr. t. 143, in 
p. 546. Vergl. Cremona curve plane p. 17 und 72, u. A. 



9. Die homogene Function u von m Dimensionen wird, wenn 
sie ganz ist und ganze Goefficienten hat, eine Form mten 
Grades (linear, quadratisch, cubisch u. s. w,) von n 
unbestimmten Variablen (binar, ternar u. s. w.) ge- 
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nannt*). Eine quadra tische Form (Mufig » Form a schlechlhin) 
kann durch 

ik 

eine cubische Form durch 

2 aodXiXkXi**) 

Hd 

dargestellt werden, wobei i, k, I alle Werthe von i bis « er- 
halten und die GrOssen a^j^, a^j^ durch Umstellung ihrer Num- 
mern keine Veranderung erleiden. Unter der Determinanle 
einer quadra tischen Form versteht man die Determinanle 
des Systems ihrer Goefficienten. 1st 2 ±^a^i* • %,| == Rr^o 
heisst R die Determinante der Form u *=.-^a^a7|a;j|.(bei Gauss 

Wenn a^ die Adjuncte von a^ in dem System der Goef- 
ficienten bedeutet, so heisst die quadra tische Form. 

(bei Gauss —U) der Form w adjungirt***). Nach §. 7, 1 hat 

man - 

d. h. die Determinante der adjungirten Form ist die (n — 1)te 
Potenz der Determinante der Form. 

Die adjungirte Form U und diC; Form «* kOnnen als Deter- 
minanten dargestellt werden. Nach §. 5, 5 hat man 

yi . . yn 
yx an . . • «!*» 



— CT = 



Nach derselben Entwickelungsregel ist 



JB| 

Xn ccnx . 






= —SxiX'kA^ 



*) Gauss Disquis. arithm. art. 4 53 und 266. 
**) Vergl. Hesse Crelle J. 28 p. 74. 
***) Forma adjuncta. Gauss I. c. 267, 
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wenn A^i^ die Adjuncte von a^jj. in dem System der Goeffieienten 
a bedeutet. Nun ist A^j^ = B^^^a^j^ (§• 7, 2), folglich*) 

Xi , . Xn 

Xi «!! . . «!„ 



— B'^-^u = 



«ni • • «iin 



10. Die Form u = ^a^j^x^xy, wird durch MjO?, -h . . -*- «^ir^ 
ausgedrtlckt) so dass 

Ui = ajia?i + . . + ai^Xn 

den halben Differentialquotienten von u in Bezug auf ar-,- bedeu- 
tet (1). Wenn die Determinante der Form verscbwin- 
det, so sind tij, . ., u^ bei beliebigen x durch eine homogene 
lineare Gleichung 

W,Ci + .. + M„Crt = 

verbunden, deren Goeffieienten sich verhallen wie die Adjunct en 
einer Golonne (Zeile) des Systems a, Unter der Voraussetzung, i 

dass Cg nicht null ist, geht die Form durch die Vertauschung 
von x^ mit 

Xi — Ci-^ (» = 1, 2, .., n) 

tiber in eine Form von « — 1 Unbeslimmten (§. 8, 2. §. 12, 7). 
In der That ist cr,-, c^ + . . -h c'lVjt^n = ^? daher 

Dabei ist die adjungirte Form ^a^j^y^y^^ ein Quadrat (§. 5, 7). 
Die quadra lischen Fonnen von n Variablen mit verschwindender 
Determinante werden als singulare ausgeschieden von den 
ordiniiren mit nicht verschwindender Determinante, welche 
als Formen von weni^er Variablen sich nicht darstellen lassen. 



*) Brioschi Det. (63). 
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Beispiel. « = 0:2-1-^2^.922^ 6^2 — 6iC2 — 2a?y + 2a?/ — 4^^ 
In dem System 

1—1—3 1 

— 113 

— 3 3 9—2 
10—20 

hat die erste Zeile die Adjuncten — 4, 2, — 2, 0. Die Determi- 
nante von u ist null, also kann c^ = 2, 03 = — 1 , Cg = 1 , ('4 = 
gesetzt werden, und man tindet nach den angezeiglen Verlau- 
sehungen 

** = (y + ia^P + ^{z — ^xY + 6(y + ^a?)(2r — J^ar) - \(z — \x)t 
= (a? + 2y)2 + 9(« + y)2— 6(ic + 2y)(;3 + y) + 2(x + 2y)^— A(z-\-y)t 
= {x — 2zy—{y'¥zy—2(x — 2z){y'¥z) + t(x — tz)t 

durch 3 Unbestimmte ausgedrttckt. 

11. Eine ordinare quadratische Form von n Variablen lasst 
sich durch n Quadrate linearer Formen ihrer Variablen darstellen*) . 
Wenn a,-,- nicht null ist, so ist 

wobei die lineare Form p und die quadratische Form u die Va- 
riable x^ nicht enthalten; folglich 

aau = {auXi +i^)2 + auu—p-i 

Wenn aber alle a^^ null sind und a^j^ nicht null ist, so hat 
man 

u = 2aikXiXk + 2xiq + ^x^^p + w" 

wobei p, g, m" die beiden Variablen a?^-, a?;^. nicht enthalten; 
folglich 

= («»fca?t +i> + tftk^k + g.y — (»tfca:i + i> — «ifc^fc — 9.y + 2aifcM"— 4i^g 

In dfem ersten Falle besteht die Form u aus einem Quadrat 
und einer quadra tischen Form von n — 1 Variablen, in dem 
zweiten Falle besteht sie aus 2 Quadra ten und einer quadra- 



*) Lagrange 4759 Misc. Taur. 4 p. 48. M6canique t. 4, III. Gauss 
Disq. arithm. 274, Theoria comb, observ, 34 (Comm, Gott. 4849). 
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tischen Form von n — 2 Variablen. Von den ttbrigen Formen 
kOnnen wiederum Quadrate abgeldst werden, u. s. w. 

Wenn Sa^x^x^ = a^yi^ -^ . . -h a^y^^ und € die Deter- 
minante der linearen Formen yj , . . , y^ ist , so hat die Deter- 
minante a^aj • • ^n ^®^ transformirten Form zu der Determinante 
•^i ^11 • • ^nn ^^^ gegebenen Form das VerMltniss e^ (§. 6, 5). 

12. Bei alien Ausdrtlcken einer gegebenen ordinaren qua- 
dratisehen Form von n Variablen durch n Quadrate ergiebt sich 
dieselbe Anzahl Quadrate eines Zeiehens*). Es sei z. B. 

so dass sowohl y^, . . , 3/4 , also auch z^, . . , 24 lineare Formen 
von a7j, .., 0:4 mit realen Coefficienten sind, deren Determi- 
nanten nicht verschwinden. Unter den Coefficienten a^^ . ., a^ 
sei einer z. B. a^ negativ, die Ubrigen seien positiv: dann ist 
unter den Coefficienten /^j, .., ^4 einer negativ, die ttbrigen 
sind positiv. WSiren z. B. /Jg und /^4 negativ, so hatte 

ai^i^ + «2y22 + flfays^ + aiy^^ — ft 0,2 - ft2r22 __ ^3^.32 __ p^z^2 
weniger als 4 negative Glieder. Dem System 

(yi == 0, ;?! « 0, Z2 « 0) 

genttgen Xj , arj , a?3 , 074 , die nicht alle null sind. Die diesen 
Werthen entsprechenden y, , ^2? 2/37 -2:3, x:4 sind nicht alle null, 
well 

det(yi, ..,^4) und dei (z^ , . , , z^) 

nicht null sind (§. 8, 2) . Also ist 

ai^i^ + a2y22 + ffaya^ — ft^a^ _ ^^2-^2 
positiv, nicht null, gegen die Voraussetzung. 



*) Stxyester hat diesen Saiz entdeckt und unter dem Namen vTrag- 
heitsgesetz der quadratischen Formen« bekannt gemacht Philos. Mag. 4852, 
II p. UO und 4853 p. 484. Jacobi hat denselben Satz 4847 gekannt aber 
nicht veroffentlicht. Vergl. den nachgelassenen Aufsatz Jacobi's Crelle 
J. 53 p. 275 nebst den Mittheilungen von Hermite und Borchardt a. a. 0. 
p. 274 und 284. Durch Beziehungen zwischen den Coefficienten a und p 
ist der Beweis von Brioschi gefiihrt i^orden Nouv. Ann, 4856 JuU, 
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Demnach hat man unter den ordinUren quadratischen For- 
men von 2w und von 2w»-h 1 Variablen diejenigcn in eine Spe- 
cies zu vereinen, welche durch Quadrate ausgedrttckt werden, 
von denen k eines Zeichens, die tlbrigen anderes Zeichens 
sind; entsprechend der Anzahl fc = 0, 1, . ., m giebt es m + 1 
Species, abwechselnd mit positiven und mit negativen Determi- 
jianten, z. B. 2 Species binUrer und ternJirer, 3 Species quater- 
narer und quinarer quadratischer Formen, u. s. w. Die Formen 
erster Species siijd von Gauss Disq. arithm. 271 definit (un- 
fahig im realen Gebiet das Zeichen zu wechseln, also entweder 
positiv oder negativ), alie andern Formen ohne Unterschied in- 
definit genannt worden. 

Anmerkung. Wenn y^ , . . , y^ iineare Formen der x^, . . , 
x^ sind, so sind die Figuren der entsprechenden Puncte y und 
X collinear (homographisch) . Aus dem Obigen folgt nun, dass 
man die ordinaren Linien 2ter Ordnung in 2 Species, imagi- 
nare, reale (Ellipse, Hyperbel, Parabel), die ordinaren Flachen 
2ter Ordnung in 3 Species, imaginare, elliptische (Ellipsoid, 
Hyperboloid, Paraboloid), hyperbolische (Ilyperboloid , Parabo- 
loid) zu vertheilen hat, dergestalt dass zwei Linien oder Flachen 
derselben Species collineare Figuren sind. Vergl. Mobius barye. 
Gale. p. 314. Jacobi a. a. 0. p. 280. 

13. Wenn bei den Werthen x^ = c^, . ., x^ = c^, unter 
denen einer z. B. c^ nicht null ist, die Form m = wird, so 
ist sie entweder indefmit oder singular*). 

Beweifl. Durch die Substitution 






Cn 



erhalt man 



San^XiXk = 2:aik^Ci~ + ^i j^Cfc-^* + yuj 






*) Kronecker Monatsbericht der Berl. Acad. 4868 p. 339. 
Baltzer, Determ. 5. Aufl. 42 
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bavon ist das erste Glied = nach der Voraussetzung. Wenn 
es nun Werthe y, , .., y„_i giebt, bei denen ^a^c^yj^ nieht 
verschwindet , so kann man den Werth von x^ so verandern, 
dass die Form Werthe von entgegengesetzten Zeichen erhalt. 
Wenn aber 2 o^j^ c^ y^ bei alien Werthen y, , . . , y;j_i verschwin- 
det, so hangt die gegebene Form von nicht mehr als n — 1 
Variablen ab; in der That verschwinden nicht nur die Sumraen 
^^ii^tj'-y ^ctin—xHt sondern in Folge dor Voraussetzung 
-5" a^jj. c,- Cj5. = ist auch 2 a^,^ c^ = , also verschwindet 

Man schliesst hiernach, dass die ordinUro Form ^a^^x^xj^ 
defmit nicht sein kann, wenn die Coefficienten aj,, ^722, . ., %^ 
nicht alle von Null verschieden und nicht alle eines Zeichens 
sind. 

14. Wenn man aus zwei gegebenen ordiniiren quadratischen 
Formen derselben Variablen 

mitlelst willkttrlicher Multiplicaloren die Form uq) -h vxp und 
insbesondere die Formen 

y = Mj^ + t?i1/;, tp ss U2(p -^ V2'ip 

componirt, so kOnnen alle Formen ucp-^vip auch durch w'qp'+ v'l/,/ 
ausgedrtickt werden. Dazu sind die Bedingungen 

erforderlich und hinreichend. 

Wenn die Determinante der Form urp-^vifj 

f{u, v) = 2±{uan + vhu) . . {uann + vb^^) 

einen complexen Divisor hat, d. h. wenn die Gleichung/(M, v) 
= eine complexe Wurzel hat, so sind alle ordinSren Formen 
uq)'^vtp indefinit*). 

Beweis. Es seien Mj und Uj, v^ und v^ conjugirt complexe 
Zahlen , und u^q* -\- v^^J ^ u^ 7^ + ^2 V^ Formen mit verschwia- 



*) Kroi^bcker a. a. 0. Vergl. unten §. U, 43, 
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dender Determinante , mithin von weniger als n Variablen und 
darslellbar durch weniger als n Quadrate z. B. 

in denen i eine Wurzel der negativen Einheit, ^i, 2^1, ^2> -^2? • • 
reale lineare Formcn der Variablen a?j , . . , a?^ bedeuten. Dann 
sind 

zwei Formen, aus denen, wie oben bemerkt, alleFormen u(f-^vxp 
durch ' 

dargeslellt werden k5nnen. Nun ist 

tt V + 2t?V« — W'«a = — ,(wV + «?'«)2-> i,(w'2 + t, '2)2^2 

,'2 



t^ 



wenn i;'+V^w'2 + t;'2 ,_ ^ un^j demnach v' — >^w'2-|-t?'2= — !i 
gesetzt wird. Jede unter den Formen 

verschwindet aber, wenn a?,, .., a:^ den n — 1 linearen Glei- 
chungen uy^^wz^ = gentigen, und ist indefinit unter der 
Voraussetzung, dass ihre Determinante nicht verschwindet (13). 
Umgekehrt schliesst man : Wenn unter alien ordinUren For- 
men ucp-^vtp eine definit ist, so hat die Gleichung /(u, v) = 
lauter reale Wurzeln*). 

15. Zufolge der IdentitUt 

U(p -^ vip = W + V 

kann die Form ucp-t-vtfj mittelst der Divisoren ihrer Detenni- 
nante durch Quadrate linearer Formen dargestellt werden, in 



*) Weikrstrass Berl, Moimtsbericht 4858 p. 243. 

42* 
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Betracht dass ^k^'^'^k^ ®^^® Form von weniger als n Variab- 
len ist*). 

Wenn q> eine positive Form ist, so hat die Determinante 
von uq)-k-vxp nur reale Divisoren uvj^ — uj^v (14). Die Form 
^k9 "^ ^k^^ kann durch n — 1 Variable yj? • m ^n ausgedrtlekt 
werden. Die Form y kann durch yj? ••> Vn ^^ ®^^® andre 
Variable ausgedrtlckt werden, wobei die Quadrate der Variablen 
positive Coefficienten haben (13). Man kann demnach von q> das 
Quadrat einer linearen Form aller Variablen ablOsen, so dass 
eine Form der yj) • •? ^n ^brig bleibt (11), und man erhSilt 

t*cp + «V> = s^ + wy + vtff 

Hierbei ist qp' wiederum eine positive Form, daher kann man 
die Form m^'+ vtp' der Variablen 2/2? • •> Vn ^^^ dieselbe Art 
zertheilen, u. s. w. Ein linearer Divisor der Determinante von 
ucp'-k-vxp' isi zugleich ein Divisor der Determinante von ucp-^vip, 
weil beim Verschwinden jener Determinante auch diese ver- 
schwindet (10). Also findet man 

folglich 



UVi 


^l 


,. + -— 


U^V 


V 


9 


= 2l2 + . . 


+ V 






tp = 











Unter der Voraussetzung, dass auch xp eine positive Form, 
sind alle Wurzeln Mj : v^ , .. der Gleichung /(m, v) = 
negativ. 

Wenn demnach unter den ordinaren quadra tischen Formen 
ucp-i-vxf) der w Variablen a? eine definit ist, so kann die Form 
ucp-i-vxp bei alien u : v als lineare Form der Quadrate von n 
linearen Formen der x dargestellt werden. Die Coefficienten 
der Quadrate sind die n linearen Formen uv^ — Wjv, . ., durch 
welche det(w(jp+ ri/;) theilbar ist. Die vorstehende von Kron- 



*) Kronecker Briefl. MittheUung 4867 und Berl. Monatsbericht 4 868 
p. 339. Vergl. Kronkcker Schaaren quadratischer Formen, Bed. Monats- 
bericht 1874 Jan, Febr. MSrz. 
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EGKER angegebene Entwickelung ist frei von der Yoraussetzung, 
dass die Divisoren der Determinanie uv^ — u^v, . . alle von ein- 
ander verschieden sind. 

Wenn unter den ordinaren Formen ug)'^v\p keine definit 
ist, so ist, wie Kronecker a. a. 0. ausgeftihrt hat, die gleiche 
Entwickelung zulSissig unter der Voraussetzung, dass die Divi- 
soren der Determinante real und alle von einander verschieden 
sind. 

16. Unter einer SxuRM'schen Reihe wird eine Reihe von Glie- 
dern verstanden, welche durch die in ihr vorhandenen Zeichen- 
wechsel reale Wurzeln einer gegebenen algebraischen Gleichung 
anzeigt*). Jacobi und Hermite haben quadratische Formen an- 
gegeben, bei denen die ZUhlung der positiven und der negativen 
Quadrate, durch welche sie dargestellt werden kOnnen, denselben 
Dienst leistet, wie die Betrachtung einer SruRii'schen Reihe. 

Aus den von einander verschiedenen Wurzeln a^ , a2 > • • > ^m 
der gegebenen Gleichung f[x) = , einem gegebenen realen 
Worth (0 und den Unbestimmten Xq, a?j, .., a?^__i bilde man 
die Summe 

• If = 2;(a> — a)(a?o + a?,a + .. + a?«_,o»»-*)2 

indem man fttr a die Wurzeln a^ , . . , a^ setzt. Jeder realen 
unter (ttber) der Grenze lo liegenden Wurzel entspricht ein 
positives (negatives) Quadrat der Summe H. Jedem Paar con- 



*) Der nach Sturm benannte Lehrsatz ist von demselben der Pariser 
Academie 4829 Mai 43 (Ferussac Bulletin XI p. 440, Choquet et Mayer 
Algebre 4832) und M6m. pr6s. 4835 torn. 6 mitgetheilt worden. Vergl. 
MoieNO Liouv. J. 5 p. 75. Die allgemeine Aufsteliung einer Sturm'schen 
Reihe verdankt man Sylvester (Philos. Mag. 4839 Dec), dessen Angaben 
von Sturm (Liouv. J. 7 p. 356) bewiesen, von Catley (Liouv. J. 44 p. 297. 
43 p. 269) und Joachimsthal (Crelle J. 48 p. 386) erweitert wurden. Die 
zur Vertretung einer Sturm'schen Reihe dienende quadratische Form ist 
von Hermite Compt. rend. 4 853, I p. 294 aufgestellt worden, weniger 
umfassend bereits von Jacobi 4847, wie aus einer Mittheilung von Bor- 
chardt Crelle J. 53 p. 284 hervorgeht. Vergl. Sylvester Philos. Trans. 
4 853 p. 484, Brioschi Nouv. Ann. 4856 Juli und die Monographic Hatten- 
dorf liber die Sturm'schen Functionen, Gdttingen 4862. 
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jugirt complexer Wurzeln entsprichl ein positives und ein nega- 
tives Quadrat der Summe H^ weil 

{/? + y/-i)(^+<?V-i)2 + (i?-yV-i)(P-ei/'-iP 

2 



== j{{pp-YQy-{P'^Y^)Q'] 



Also wird die Anzahl der verschiedenen realen unter (ttber) der 
Grenze w liegenden Wurzeln gefunden, indem man die Anzahl 
der positiven (negativen) Quadrate in der Summe H um die An- 
zahl der verschiedenen Paare von complexen Wurzeln vermindert. 
Die Anzahl der verschiedenen realen zwischen den Grenzen w 
und co' liegenden Wurzeln ergiebt sich darnach unabhangig von 
der Anzahl der complexen Wurzeln. 

In der Summe H hat x^xj^ den Coefficienten 

wenn man durch s^ die Summe der rten Potenzen der Wurzeln 
^17 • • > ^m bezeichnet. Die Grdssen s^ sind real und werden aus 
der DiflFerenz der Quotienten f'[x) : f[x) und (p'[x) : q>[x) be- 
rechnet (§. 10, 6), indem man unter (p[x] den Divisor versteht, 
welchen f'[x) mit f[x] in dem Falle gemein hat, dass die 
Wurzeln der Gleichung f[x) = nicht alle von einander ver- 
schieden sind (§. 11, 20). Demnach ist H = 2t^j^x^xj^ eine 
quadratische Form mit realen Coefficienten, deren Glieder da- 
durch gebildet werden, dass man ftir i und k alle Nummern 
von bis m — 1 setzt, und welche durch je eine bestimmle 
Anzahl von positiven und . negativen Quadraten darstellbar ist 
(42). Die Determinante 2^^ — i = -^i'oo •• ^m— i m—i ^^^ 
die Subdeterminanten T^_2, T^_^^ . . kOnnen nach §. 10, 5 
berechnet werden. 

Anmerkung. Zu dem angegebenen Zwecke hat Hermite*) 
die symmetrische Function 

^,^ ^> _ ( y - w)f{x)ny) -{X- a>)f{y)f\ x) 



*) Crelle J. 62 p. 43. Serrkt Alg^brc sup. 4866 t. \ p. 584. Vergl. 
Krot^ecker tiber die Sturm'schen Reihen, Berl. Monatsbericht 4873 Febr. 



§. U, 1. 183 

aufgestellt und in die Summe ^h^^x^y^ entwickelt, deren Ex- 
ponenten im AUgemeinen von bis n — 1 steigen. Zugleich ist 

f{x)^ ^ ^ _L_ yjT^ __ ^ — ^ ^ (y — a?)(fl) — g) 

f{x) x-a* y — a x — a (a? — a)(y — «) 

a? — a ,y — a 

Wenn man in diesen Entwickelungen x*, ^^ durch z^^ zj^ er- 
setzt, so erhalt man einerseits die quadralische Form 2h^j^z^Zf^, 
andrerseits die (juadralische Form 

2!{w — a){xo + iPia + . . + Xn—id^"^)^ 

wobei ocq, x^, . . lirieare Functionen der z^, z^, . . sind. Die An- 
zahlen der positiven und der negativen Quadrate, durch welche 
diese letztre Form sich darstellen lasst, werden durch Bearbeitung 
der Form ^'A,-;^.^^^;;. erkannt, deren Goefficienten ganze Functio- 
nen der Goefficienten von f[x) sind. 



§. 14. Die linearen, insbesondere die orthogonalen 
Substitutionen. 

1. Wenn eine oder mehrere Functionen der Variablen x, , 
^2? - "> ^n durch die linearen Substitutionen 



^n ^ K\y\ + K2y2 + . . + h^nyn 



in Functionen der Variablen y^t y^i ' "> Vn transformirt werden, 
so wird die Determinante der Substitutionscoefficienten 

det(ir,,..,a?„) = ^± fell.. 6nn 

die Determinante (modulus) der linearen Substitution 
genannt. Dieselbe muss von Null verschieden sein , wenn x^ , 
^2> ••» ^n ^^'^ unabhiingig von einander vorausgesetzt werden 
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(§. 8, 1). Die lineare Substitution heisst unimodular*), wenn 
ihre Determinante = 1 ist. 

2. Wenn die linearen Formen /^ , /2 , • • > /n der Variablen 
a;, , x^j . . , oc^ durch eine lineare Substitution in Formen der 
Variablen y^, j/j? • •> !/n transformirt werden, so ist die Deter- 
minante der transformirten Formen das Product der Determi- 
nante der gegebenen Formen mit der Determinante der linearen 
Substitution**). 

Beweis. £s seien 



die gegebenen linearen Formen. Durch die lineare Substi- 
tution 



«n = Kil/i + •. + ^tmPn 

erhSilt man die transformirten Formen 



fn = <?i.iyi + .. + Cn„y» 



worin c^ gefunden wird, indem man a?|, a?2, . . , o?^ der Reihe 
nach mit a^^, a^'j, . . a,-^ multiplicirt, die Producte addirt und 
in der Summe den Goefficienten y^j. aufsucht: 

Nach §. 6, 1 ist 



*) Sylvester Cambr. and Dubl. math. J. 7 p. 52. Ueber die Con- 
struction solcher Determinanten vergl. den oben (§.3, 44) citirten Aufsatz 
von Hermitk. 

**) Jacobi Crelle 42 p. 44. Vergl. den algebraischen Beweis der Mul- 
tiplicationsregel (§. 6), z. B. Joachimsthal Crelle J. 40 p. 22. Die weitere 
Ausfuhrung dieses Satzes ist oben §. 6, 9 gegeben worden. 



*^f* 


i>f» _ ;g, J>A 


if» 


-ftyi- 


■ J»y„ - hxi • 


■ «>*n 
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Anmerkung. Wenn llberhaupt die Funciionen /^ , > >, fn 
der Variablen rr^ , . . , ar^ durch eine lineare Substitution in Func- 
tionen der Variablen yj , . . , y^ transform irt worden sind, so ist 
die Functionaldeterminante des transformirten Systems das Pro- 
duct der Functionaldeterminante des gegebenen Systems mit 
der Determinante der Substitution. Nach §. 12, 6, I ist namlich 

^^^ ^^ 

bar- 
Nun ist j-^ = h^y folglich u. s. w. 

S. .Wenn die Function / der Variablen a?j , . . , a?^ durch die 
lineare Substitution (1) in eine Function der Variablen y^ , . . , y^ 
transformirt worden ist, so ist die (HESSE^sche) Determinante 
H' der zweiten DiflFerentialquotienten der transformirten Function 
das Product derselben Determinante H der gegebenen Function 
mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante B*). Nach (2) 
hat man 

""OiCiOyi oa;,|dyn "OariOa?! oa;„dar„ ^ 

folglich durch Multiplication H' = JSTjB^. 

Anmerkung. Wenn die Function / eine quadra tische Form 
bedeutet, so ist ihre HESSE^sche Determinante H von der Deter- 
minante dieser Form nicht verschieden (§. 12, 7). Daher wird 
die Determinante der transformirten Form gefunden, indeui man 
die Determinante der gegebenen Form mit dem Quadrat der 
Substitutionsdeterminante multiplicirt (§. 6, 5). 

4. Unter der Resultante der bin^ren Formen 

y(ar,y) « hnX"" +&„_!««- *y +., 

wird die aus den Goefficienten n^^ <y^_|, . ., ft^, ^n— t? • • 8®' 
bildete Formel verstanden, welche oben (§. 11, 5) als die Resul- 



*) Hesse Crelle J. 28 p. 89. 



186 §. U, 4. 

lanle \ohf{x, 1) und g{x, 1) angegeben worden ist. Wenn 
man die Funclionen durch die lineare Substitution 

transformirt hat, so findet man die auf gleiche Weise zu bil- 
dende Resultante der transformirten Funetionen, indem man 
die Resultante der gegebenen Funetionen rait der ?7inten Potenz 
der Substitutionsdeterminante A^u' — Vf.i mulliplicirt*) . Stellt 
man die gegebenen Funetionen durch die Producte 

a^(a? — aiy) . . (a? — of^y) und b„{x — ^^y) . , {x — ft„y) 
dar, so ist ihre Resultante 

Die Differenz /9 — a ist die Determinanle eines Paares von linea- 
ren Formen x — fii/ und x — ay, und geht durch die ange- 
gebene Substitution tlber in (2) 

(/9-«)(A/i'-AV) 
Daher geht durch dieselbe Substitution die Resultante R tiber in 

Um die Discriminante der durch die angezeigte Substitution 
aus f[x^ y) entspringenden Function zu finden, hat man die 
Discriminante der gegebenen Function (§. 11, 19) 

mit der 7n(m — 1)ten Potenz der Substitutionsdeterminante zu 
multipliciren , in Betracht dass ^(a, , ..)^ das Product von 
m{m — t) Differenzen ist. 

Aninerknng. Es giebt hiernach aus einer oder mehrern 
Formen abgeleitete homogene ganze Formeln von der Eigen- 
schaft, dass ihr Verhaltniss zu den Formeln, die auf dieselbe 
Weise aus den durch eine lineare Substitution transformirten 
Formen abgeleitet werden, eine Potenz der Substitutionsdeter- 



*) Dieser Satz ist in cinem umfassenderen Satz Boole's enihalt^n, 
welchen Caylky Crelle J. 30 p. i anfiihrt. Vergl. Jacobi Crelle J. 40 p. 245. 
Salmon higher plane curves <852 p. 295. 
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minante ist, mithin den Werlh ^ hat, wenn man eine lineare 
Substitution gebraucht, deren Determinante 1 ist. Formeln 
dieser Art hat Caylby 1846 a. a. 0. unter dem Namen Hyper- 
determinanten einer Form oder eines Systems von Formen 
in umfassende Betrachtung gezogen. Man nennt die Hyperde- 
terminanten nach Sylvester (Philos. Mag. 1851, II p. 396) Go- 
varianten oder Invarianten, je nachdem sie ausser den 
Goefficienten der Formen auch die Variablen enthalten oder 
nicht enthalten. Z. B. die Functionaldeterminante R des Systems 
von Functionen /^ , . . , /„ der Variablen oc^, . ., x^ ist im All- 
gemeinen eine Covariante des Systems, weil die Functionalde- 
terminante des durch eine lineare Substitution, deren Determi- 
nante B ist, transformirten Systems den Werth RB hat (21). 
Wenn das System nur lineare Formen enthalt, so ist R nur aus 
den Goefficienten des Systems zusammengesetzt, also eine Inva- 
riante des Systems. Die HESSE'sche Determinante H einer Form 
hohem als 2ten Grades ist eine Govariante der Form, weil die- 
selbe Determinante der transformirten Form den Werth HB^ 
hat (3) . Die Discriminante einer Form ist eine Invariante der- 
selben, und die Resultante von zwei binUren Formen ist eine 
Invariante dieses Systems. Vergl. Salmon Lessons introd. to the 
modem higher algebra 1859 (deutsch bearb. von Fiedler 1863) 
und die Abhandlungen von Aronholu Crelle J. 62 p. 281, 
69 p. 185, Gbristoffel Grelle J. 68 p. 246. Glebsch Theorie der 
binaren Formen 1872. 

6. Unter den linearen Substitutionen , durch welche man 
eine gegebene Function transformiren kann, ist besonders eine 
solche bemerkenswerth, durch welche zugleich die Summe der 
Quadrate der Variablen in die Summe der Quadrate der neuen 
Variablen transformirt wird. Diese Substitution ist von Euler 
(Nov. Gomm. Petrop.'IS p. 75, 20 p. 217), Gauchy (Exerc. de 
Math. 4 p. 140), Jacobi (Grelle J. 12 p. 7), Cayley (Grelle J. 32 
p. 119) in Betracht gezogen worden und heisst nach einer Be- 
merkung des Letztern eine orthogonale Substitution. 

Wenn eine Function der Variablen a?^ , a:2, • . , ^n durch eine 
lineare (orthogonale) Substitution 
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»n = <^n\ y\ + <^v!iy2 + . . + Cnn^n 

in eine Function von j/i, ^2? • •> ^n ^^ transformiren isl, derge- 
stalt dass 

so haben die Goefficienten folgende Haupteigenschaften. 

I. Fllr jedes t und k von 1 bis n isl (Euler) 
Cii^ + C2i2 + . . + c„»2 « 1 

zufolge der Identitat 

Vi^ +^22+..+ y„2 

= {cnVi + . . + Ci„y„)-2 + . . + (c„iyi + . . + c„„y„)2 
= yiH<Jii^ + . . + c!«i2) + . . + 2yiy2(ciic,2 + . . + c^iC^j) + ■ . 

H. Um die transformirte Function in die gegebene zu trans- 
formiren, hat man (Gauchy) 







Vi -=» CU^\ + C2» 


X2 + . 


+ 


Cnt 


zu 


substituiren. 


Denn 












CxiXi + . 


. + «m 


«n 






== yi(ciiCii 


+ . . + C^iC^,) + 


. . +y« 


(^.1 


Cl 



worin der Coefficient von y^- den Werth 1 hat, wiihrend die 
Goefficienten der tlbrigen GrOssen verschwinden (I). 

III. Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub- 
stitution ist 1 (Jacobi). Denn nach der Multiplicationsregel ist 






dii . . din 



wo 

Nun ist d^j^ = 0, c?^y =» 1 (I), folglich reducirt sich die gesuehte 
Determinante auf ihr Anfangsglied c^n^22 •'• ^nn =^ ^' 
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IV. Wenn die Determinante der orthogonalen Substitution 
durch e, die Adjuucte von Cjj^ durch y^-jj. bezeichnei wird, so ist 
(Jacobi) 

Um diese Idenlitat zu finden, multiplieirt man der Reihe nach 
die Identitaten 

«lt<Jlk + .. + CniCnk =» 

• • • t • • • 



™i^ y»i) y»2? ••> y»n* I^^rch Summirung erhalt man 

+ . . + C„k(c«iyn + . . + c^nnn) ^ y* 

Der Coefficient von c^j^ ist g, die Coefficienten der ttbrigen 
Grdssen Cjj^., .., c^^ versehwinden (§. 3, 2). 

V. Die Coefficienten der orthogonalen Substitution gentlgeu 
dem zweiten System von Identitaten (Euler) 

Cii^ + Cfa' + . . + Cfn« = 1 

Denn nach (IV) ist 

Dieses Aggregat hat aber den Werth e oder 0, je nachdem t 
und k gleich oder ungleich sind (§. 3, 2). 

VI. Unter den Subdeterminanten des Systems der Coeffi- 
cienten einer orthogonalen Substitution findet folgender Zusam- 
menhang statt (Jacobi): 



<'m + i,m + i 



^tn + l 



m + l,n 



Denn nach §. 7, 2 hat man 

I yn . • yim 



~ f 






Yml 



Ymm 



'^ + i,m + i 



t'm + i.n 



fin— 1 
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iind nach (IV) 



Yn ' ' Yu 



^11 • • <^lm 



Durch Vergleichung dieser Identitaten ergiehl sich die ])ehauptete 
Identitat. 

Noch einige weniger nahe liegende Relalioncn zwischen den 
Coefficienlen einer orthogonalen Substitution haben Euler in der 
zuerst erwUhnten Abhandlung und Jacobi Crelle J. 30 p. 46 an- 
gegeben. Vergl. Hesse Crelle J. 57 p. 175. 

Anmerknng. Eine lineare Substitution, durch welche die 
Form 

in die Form 

verwandelt werden soil, kann aus einer orthogonalen Substi- 
tution abgeleitet werden, durch welche m6n die Form 

in die Form 

yi2 + . . + Ui^ + Xi+i^ + ... + V 

ttberftlhrt. Mittelst der fttr ^/^^ j , . ., y^ zu machenden Substi- 
tutionen werden dann die Variablen ay ^ t » • • ? ^n durcli 
2/\j • • ? y« ausgedrtlckt. Jacobi Crelle J. 53 p. 278. 

6. Da die n^Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
I n(n -hi) Gleichungen (5, I) zu gentlgen haben, so lassen sic 
sich als Functionen von ^n(n — 1) unbestimraten GriJssen 

&23 • • ^2» 

betrachten. In der That hat Euler nicht nur den Weg ange- 
zeigt, wie man durch ^n(n — 1) binare Transformationen die 
Coefficienten einer orthogonalen Substitution als Functionen von 
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^n{n — 1) unbestimmten Grossen darslellen kOnne, sondern er 
hat auch in den Fallen n = 3 und n = 4 diese Coefficienten 
durch die unbestimmlen Grdsscn rational ausgedrttckt. Mil 
Htllfe der Determinanlen ist es Cayley (1. c.) gelungen, bei n 
Yariablen die Coefficienten einer orthogonalen Substitution als 
rationale Functionen von ln[n — 1) unbestimmten GrOssen dar- 
zustellen. 

Wenn namlich durch b^2, • • j ^«— i « unbestimmte Grossen 
bezeichnet werden, wenn man unter den Voraussetzungen 

^ik + hi == , 6ii = 622 =* • . = <» 

die Determinante 

I ^11 . ffln 

J5 = . . . . 

\ b„\ . . b,^,^ 

bildet, und die Adjuncte von b^ durch /?^ bezeichnet, so sind 

c%k — — J5— ' ^^i ^ B 

die Coefficienten einer orthogonalen Substitution, deren Deter- 
minante den Worth \ hat. Die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution mit der Determinante — \ erhalt man, indem man 
im System der gefundenen Coefficienten bei einer ungeraden 
Anzahl paralleler Reihen die Zeichen andert. 

Beweis. Wenn man bei 2 = 1 , 2 , . . , n zugleich 

^i = bii 2^1 + . . + 6jn ^n 
t/i = buZi + . . + bniZn 

setzt, so findet man aus den beiden linearen Systemen nach 

^^i = ft 1 yi + ft2 3/2 + . . + Pin^n 

Nun ist nach den Voraussetzungen b^j^-hbj^ = 0, b^^ = w 
a?» + yi = 2a;«^ 
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folglich hat man zugleich 

Bxi ^ 2oAiy, + . . + {2<oPii — B)yi + . . + 2a>ft„y„ 



oder abgektirzt 



yi = CiiXi + . . + CniXn 
Xi « C»iyi + .. + CinVn 



Demnach ist identisch 

Vi = <Jli(<?liyi + . . + <?i«yn) + . . + Cni{Cn^yi •¥..-¥ Cnn yn) 

folglich 

Cu-2 + C2,2 + . . + C„<2 = 1 
Cj^CifcH- C2jC2fc + . . + CniCfiit == 
2/1^ + . . + yn^ = iPl^ + . . + V 

Dabei ist 2^^^h^^ = 0, Sfi^^b^^ = -6, iind indem man diess 

r r 

durch c ausdrtlckt, 



Mi thin ist 2" + c, j . 


• %«^ ± ^1 • • ^nn = -^ ± ^1 • 


. b^^ nach 


§. 6, 1, also 


^±^11. <?nn = 1 





Ferner hat man*) S^^^b^r -^.^^ir^rX = ^i^a^AA? ^- ^• 

r r 

Box = 2pirbrx 2Bcahi = SJirPiabri 

Nun ist ^pjcxKx = B bei r = fc, null bei den andern r, 
folglich 

d. i. l^cacu = 0, Hcii^ = 1 

Dass die Determinante e dieser orthogonalen Substitution 
den Werlh 1 (nicht —1) hat, erkennt man durch Bildung des 
Products bB^-^^ d. i. 



♦) Bemerkung des Herrn Pasch 4879. 
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6u 


bi2 


&13 


62t 


hi 


hz 


bn 


*S2 


6»3 



2ft>Ai — -B 2w/9,2 2a>/9i3 

2(wfti 2ctf/922 — -B 2cw/?23 

2a>fti 2<w/932 2<wft3 — J5 



Weil nach §. 3, 2 

2a>Ai^i + . . + {2w fin— B)bii + . . + 2«)ft„6,„ «« -B6,-< 

ist, so hat das Product (§. 6, 4) den Werth B^-^\ folglich ist 
6 = \, 

Wenn man endlich die Goefficienten 

^it, <?2t, .., Cni Oder c^i, Cfc2> . •> <?*» 

mit den entgegengesetzlen Zeichen versieht, so wechselt die De- 
terminante der Substitution ihr Zeichen, wahrend die characte- 
ristischen Gleichungen (5, I. V) 



Cii^ 



C2i' 



oder 



Ck\^ + A2' + 






^^kn'' 



1 



+ (^iiCin =• 



keine VerUndcrung erleiden. 

• Beispiele. FUr n = 2 findet man 

Das adjungirte System ist 



1 



Daher sind die Goefficienten einer ])inaren orthogonalen Sub- 
stitution von der Determinante \ folgende: 



2A_ 

1 + A2 
1 + A2 



l-A^ 


1 + A2 

2;l 



1 + A^ 



B a 1 1 2 e r , Det«rm. 5. Aafl. 



13 
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Die orthogonale Sul 


3stilution 






1 — A2 


2A 




1 + A2 


1 + A2 




2A 


1 — A2 




1 + A2 


1 + A2 



hat die Delerminanle — 1. 

Ftir » = 3 findct man (§. 5, 9) 



B = 


1 V — ^ 

—V 1 A 

iu -A 1 


= 1 + A2 + ^2 + v2 


Das adjungirte System ist 




i 


1 + A2 V ■¥ Xfi —fi + Av 
V + A/M 1+^2 A + ^v 
ti + Av —A + ^v 1 + ^2 



Demnaeh findet man folgende Goefficienlen einer ternaren ortho- 
gonalen Substitution von der Determinante 1: 



1 + A2 — ^2 



y2 



B 

— v-^Xfi 

«/" + Av 



B 



^ B 

1 + ^2 _ |.2 ■ 

B 



•A2 



„-/i + Xv 




B 




X + ^v 




1 + v2 — A2 - 


-/*'' 



5 



wie schon Euler in der zuerst erwUhnten Abhandlung p. 101 
angegeben hat. Diese Coefficienten sind von Rodrigues (Liouv. 
J. 5 p. 405) aus denselben Formeln abgeleitet worden, w^elche 
Euler (Nov. Gomm. Petrop. 20 p. 217) zur Transformation eines 
dreirechtwinkeligen Goordinatensy stems aufgestellt hatte. Um 
die Goefficienten einer ternSren orthogonalen .Substitution von 
der Determinante — 1 zu erhalten, braucht man nur in dem 
obigen System die Zeichen von einer oder drei Zeilen oder von 
eben so viel Golonnen zu veriindern. 
Ftir n = 4 findet man 



= (a>2+ a2 + 62 + c2+f2 +^2 + ^2 + ^2)0,2 

(j)^ = af +hg •\- ch 



w 


a 


h 


c 


— a 


(O 


h 


—9 


—6 


—h 


0) 


f 


— c 


9 


-f 


CO 
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Ai =« (o;2 +p +^2 +ft2)a, /9,2 •= (oa> H-/'^ — 6A +C5r)ttf 

Ai == (—»«' — /'^ +<?^ — ^^)<w ^2 ==» (o»2 +fi +62+c2)a> 

Ai = (— 6a» — cf— ^a + ah)a} ftj = {—hw-^fg — aft + (?&)co 

Ai = (—CO* +6/^ — ag — hd^)Qf p^2 = {gfo •¥ fh •¥h^ — ca)tji} 

A3 = (6(» +^^-- c/' + aA)a> A4 = (cfl* + A^— o^ + 6/')fl> 

As *" (Ag> + f^ + c^ — o6)<w p^^ ^ (—go, ^hf — ac — bS^)(o 

As =« (0*2+^2 +c2 +o2)a> A4 «» (/"CM + ^A +0d — 6c)fl> 

A43 *= (— fo* •¥gh'-'be — a^)(o A4 = (0*2 +^2 + ^2 +62)^, 

Bci, =- [a»2 — ^2 + /^^a2 + 5^2—62 + ^2__c2 ]a>2 

5C22 =» [tt>2 — ^2 + /^ — a2 — (^2_ft2)_(^2>_ca)]a,2 



« [0,2 _ ^2 _ (/^2 __ a2) + (^2 __ 2,2) _ (^2 _ c2)] ce;2 

^C44 =- [ctfa — ^2 _ (/^ _ a2) — {g2 — fea) + (^2 _ ^2)] ©a 

u. s. w. Mit Htllfe dieser Formeln lassen sich ohne Weiteres die 
Coefficienlen einer quaternaren orthogonalen Substitution von 
der Determinante 1 oder — \ aufstellen. 

Gayley's System dieser Coefiieienten in Crelle J. 32 p. 122 
enthalt zwei Fehler (in /*?24 steht — hf statt /*/, in Bc^^^ Bc^^y,, 
steht 1 statt 1 — ^^j^ welche in der neueren IMittheilung Gayley's 
Crelle J. 50 p. 311 nicht vorkommen. Dagegen ist an dem zu- 
letzt erwahnten Orte p. 312 Z. 5 v. 0. der Druckfehler +(Jy' in 
— Sy' zu verbessern. Die von Gayley gefundenen Goefficienten 
einer quaternSlren orthogonalen Substitution kommen in anderer 
Form bei Euler (Nov. Gomm. Petrop. 15 p. 102) vor, der sie 
)) nulla certa methodo, sed potius quasi divinandoa erhalten hatte. 
Eller ftlgt hinzu: ))si quis viam direetam ad banc solutionem 
manudueentem investigaverit , insignia certe subsidia analysi 
attulisse erit eensendus.cc Es ist Gayley nicht entgangen, wie 
sich aus den von ihm aufgestellten Goefficienten die EuLER'sche 
LOsung ableiten lasst (vergl. Grelle J. 50 p. 312). Setzt man im 
obigen System 

8 — d r — c , a — h p — a 

9= -2". « = -^. ^ = -V' ""2 

und andert man die Zeichen der letzten Horizontalreihe, wodurch 
die Determinante der orthogonalen Substitution den Werth — 1 

is* 
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annimmt, so erhall man Eller's Syslem ohne irgend eine Ab- 
weichung. Denn das zweile Element der zweiten Zeile enthalt 
bei EuLER nur durch einen Druckfehler — ds statt -^ds, 

7. Die binare und ternare orthogonale Substitution ist in 
der Geometric gleichbedeutend mit der Transformation der ortho- 
gonalen Punotcoordinaten. Um von dem orthogonalen System a:, 
y zu dem orthogonalen System a?', y' tlberzugehen, unter der 
Voraussetzung, dass a?, y, x\ y' Richtungen einer Ebene sind, 
hat man die lineare Substitution zu machen, deren Coefficienten 

cos ajar' cosa?y' 

cosi/x^ cosyy' 

sind. Wenn Winkel von gleichen Zeichen durch Drehungen von 
einerlei Sinn beschrieben werden, mithin xy-^yx = ist, so 
hat man 



// / ./ / .'.'' 



xy = XX + a? y , yx ^^ yx + xx , yy ==: yx -¥- xx + x i 
Sind nun die Winkel xy und a: y' beide =90^, so ist 

cosxy^ = — sin a?a?', cosya?' = sin a?a?', c6syy' == cos a?a;' 
Wenn dagegen xy = 90^ und a:y'= —90^ ist, so ist 

cosa?y' «• sin aja;', cosya;' = sin a;a;', cosyy' == — cos a?a;' 

Daher hat man, wie bekannt, beim Uebergange zu einem System 
desselben Sinnes die lineare Substitution 

cos a?a?' — sin a?a?' 

sino^a;' cos a?a?' 

mit der Determinante 1 zu machen ; beim Uebergange zu einem 
System entgegengesetzten Sinnes ist die erforderliche Substitution 

cos a?a?' sin apa?' 

sin a?a?' — cos a?a?' 

mit der Determinante — 1. 

Diese Bemerkungen werden durch ein bekanntes goniome- 
trisches Theorem (s. unten §. 16, 3) bestatigt, nach welchem fttr 
beliebige Richtungen einer Ebene a?, y, a?', y' 



cos XX 


cosxy 


/ f 


/ 


f 


«s sinxy sma; y 


cosyx 


cos yy 
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Diese Determinanle ist positiv oder negativ, je nachdem sin xy 
und sinrr'y' einerlei Zeichen haben oder nicbt. 

Umgekebri scbliesst man a us den Gleichungen 

cos2a?a:' + cos^a?^' = 1 

C0s2ya?' + cos^yy' = 1 

cos a: a? 'cosy a?' + cosapy'cosyy' = 

dass sin^ojy und sin^a '^' den Wertb ,1 baben. Denn nacb der 
Multiplicationsregel (§. 6, 4) ist 



„ , . I cosa?a? cos a?y j8 
sin 2 a?y sin 2 Of y «= | , , = 

, cosya? cos yy 



1 
1 



Um die angegebene Substilution zu rationalisiren , braueht 
man nur cos a;a:' u. s. w, durcb i'ax\g\xx' auszudrtlcken. Vergl. 
(6) Beispiel 1. 

8. Um von dem ortbogonalen Coordinatensyslem a?, y, z zu 
dem ortbogonalen System x\ y\ z tlberzugeben, bat man be- 
kanntlicb die lineare Substitution 



cos a? a: 


cos xy 


cos 072; 


cos yar' 


cosyy" 


cos yz' 


cos 00?' 


cos«y' 


coszz' 



ZU macben, deren Coefficienten den Gleicbungen (5, I) gentlgen 
mtlssen, mithin Functionen von 3 unbestimmten GrOssen sind. 
Bezeichnet O den gemeinscbaftlicben Anfang der Coordinaten 
und wird die Kugel, deren Centrum O und deren Radius die 
LUngeneinbeit ist, von den Ricbtungen der positiven Goordinaten 
in JC, y, Z, X\ Y\ Z' gesebnitten, so sind die Coordinaten- 
systeme desselben oder entgegengesetzten Sinnes, je nacbdem 
die spbariseben Dreieeke XYZ und -ST'F'Z', oder die Tetraeder 
OXYZ und OX'Y*Z' desselben oder entgegengesetzten Sinnes 
sind. 

I. Bei zwei spbariseben Figuren, wenn sie gleicb und abn- 
lieb und desselben Sinnes sind, giebt es einen sicb selbst ent- 
spreebenden Punct /S von soleber Lage, dass 
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sx = sx\ SY « 5rr', sz — sz' 

Winkel X6'r = X'SY\ YSZ « F'5Z', XSZ = X'fi^Z' 

X&'X' = YSY' = Z-SZ'*) 

Nach einem elementaren Salze der spMrischen Trigonometric hat 
man daher, wenn OS durch s und der Winkel XSX' durch ff 
bezeiehnet wird, 

cos ipo?' = cos^sa? + sin^sa? cos^^= cos2sa?(l — cos^) + cos^p 
cosyy' «« cos^sy + sin^sy cos ^ = cos2sy(l — cos^)) + cos^ 
cos 2^2?' == cos'sar •¥ ^m^sz CQ^<p = cos2s2r(l — cos^) + cosy 

Wenn man ferner die gleiehen Winkel X8 Y und X'SY' durch 
^ bezeiehnet, so hat man nach demselben Satze der Trigono- 
metric 

cosa?«^' = cos «a? cos5y' + sin 5a? sin«y'cos(y + ^) 
= cos 8x cos 8y + sin 9x sin sy cos (p cos ^ — sin so? sinsy siny sin^ 

Da aber 

cos 071/ = cos^a? cossy + sinsa: sin 5y cos^ = 
sinsa? sinsy sin^ =« 60XFS' = sina?i/cos5« = cosssr 

so erhUlt man 

cos a?y' = cos5a? cossy(l — cosy) — cesser sin y 

Aus dem Werthe von cosary' fmdet man cosj^a:', weil der Win- 
kel YSX' = YSX-^XSX' =z —cp-^d^ ist, durch Vertauschung 
von q) mit — qp 

cosya;' = cossa? cossy(l — cosy) + cos sz siny 

Ebenso ist**) 

cos yz^ = cos ay cos sz{ 1 — cosy) — cos sx siny 
cosary' = cos sy coss2;(l — cosy) + cos sa? siny 

cosara;' = cos82; cos«a;(l — cosy) — cos sy siny 
cosa?^' = coss^f cossa?(l — cosy) + cos sy siny 



*) Vergl. des Verf. Abhandiung iiber die Gleichheit und Aehnlichkeit 
u. s. w. Dresden 4852, §. 34 und 52, oder Elem. d. Math. 5tes Buch §. 4, 18. 
**) Diess sind die von Eulkr 4 776 Nov. Gomm. Petrop. 20 p. 247 
gefundenen Formeln, welche Jacobi Crelle J. 2 p. 488 in Erinnerung ge- 
bracht hat mit der Aufforderung, dieselben einfacher abzuleiten. Vergl. 
Jacobi Crelle J. 45 p. 309. 
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wo von den verftigbaren GrOssen sx, sy ^ sz, qp die ersteren 
durch die Gleichung 

cos^sx + cos^sy + cos^s^; = 1 

unter einander verbunden sind. 

Um diese Subslitulionscoefficienlen zu rationalisiren , fUhrt 
man ^cp iein und erhiilt 

cos xx' = cos2^^ + 2 cofi^sx sin2 1 ^ — sin^ J^ 
' cosa?t/' = 2 cos sa? cossy sin^Jy — 2 coss2r sin^g> cos^^ 

u. s. w. Setzt man 

cos sa? tang i^ = X, cos s?/ tang J ^ = fij cosssftangj^ = v 

milhin 

tangajflp = A^ + /m2 + yS — ^ = i + ^2 + ^2 + ^2 
"^ cos^^y ^ 

so erhalt man das obige System rationaler Coefficienlen einer 
lernaren orthogonalen Substitution (6). 

II. Bei zwei sphUrischen Figuren, wenn sie gleich und ahn- 
lich und entgegengesetzten Sinnes sind, giebt es einen sich selbst 
entsprechenden Hauptkreis, dessen Pol S seinem Gegenpunct 
entspricht, so dass 

SX + SX' = 1800, SY + SY' = 1800, SZ + SZ' = ISQO 

Winkel XSY = X'SY\ YSZ = Y'SZ', XSZ = X'SZ' 

XSX' = YSY' = ZSZ' 

Unter Annahme der vorigen Bezeichnungen hat man 

cosara:' = — cos^sa: + sin^sa: cosy = — cos2sa?(t +cosy) + cosy 

cos a?y' = — cos sx cos sy + sin sx sin sij cos(y + d) 

== — cossa? cos sy(l +cosy) — coss2?siny 

u. s. w. Diese Formeln unterscheiden sich von den im vorigen 
Falle gefundenen nur durch die Zeichen, nachdem y mitlSO^ — q) 
vertauscht worden ist. Der Winkel 180^ — f/) ist aber derjenige, 
welchen das System a?', y', z' um die Axe s beschreiben muss, 
damit Z'r'Z' mit der Gegenfigur von XYZ zusammenfilUt. 

III. Nach Staudt's Theorem (s. unten §. 16, 3) ist ftir be- 
Uebige Winkel und Lagen der coordinirten Axen 
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COS a?a? cosa?y cosxz 
cosyo?' cosyy' cosy«' 
coszx' cos«y' cos^j?' 



« 36 0xrz.ox'r'z' 



Folglich ist die Determinante positiv oder -negativ, je nachdem 
diese Tetraeder oder die von den Axen gebildeten Ecken des- 
selben oder entgegengesetzten Sinnes sind. Bei einem orthogo- 
nalen System betrSigt aber das zugehOrige Tetraeder ^ Gubik- 
einheit, daher ist die Determinante der orthogonalen Substi- 
tution 1 oder — 1 , je nachdem das neue System mit dem alten 
desselben oder entgegengesetzten Sinnes ist*). 

IV. Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 

cos2a?a?' + cos2a?y' + cos^xz^ = 1 
cos2ya?' + cos^yi/ + cos^yz^ = 1 
cos^zx' + cos^zy' + cos^zz' = 1 

cos 0? a?' cosy a:' + cosxy^ cosyy' + cosxz' cos yz^ = 
cosa?a;'cos2?a:' + cosa?y'cos2?t/' + cosxz' cos zz' = 
cos ya:' cos 2:0?' + cos yy' cos zy' + cos yz' cos zz' = 

dass die Systeme a?, y, z und a?', y\ z orthogonal sind**). Denn 

«11 «12 «13 

(36 OXrZ. pX'r'^')2 = aai 022 a^ 

«31 «32 <*33 

worin nach der Kegel ftlr die Multiplication der Determinanten 

ail = cos a?a?' cos a?a;' + cos a;y' cos icy' + cos a?2r' cos a?2r' = 1 
ai2 = cos ajar' cos yo?' + cos a?y' cos yjf' + cos icgf' cos y^' «— 

u. s. w., SO dass 



= 1 



Nun ist 6 OXYZ = sin 0^3^ sino?,? ^\w[x%fxz) u. s. w. Das Pro- 
duct der Sinus wird aber nur dann 1, wenn die Winkel recht 
sind. 



an 


O12 


«13 




1 








a2i 


^22 


a23 


= 





1 





031 


^32 


033 










1 



*) Auf diesen Unterschied der Substitutionsdeterminanten hat Jacobi 
CrelleJ. <5 p. 309 aufinerksam gemacht. Vergl.MoBius Statik §. ^27, Ma6Nus 
anal. Geom. des Raumes §. 13. 

**) Dedekimd Crelle J. 50 p. 272. 
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9. Wenn Cj ^ , . . , 
Substitution bedeuten, 
oder — 1 ist, wenn 



c^„ die Coefficienten einer orthogonalen 
deren Determinante € d. i. entweder 1 



f{^) = 



C21 C22 



^2n 



SO ist die Gleichung f[z) = reciprok und hat mit Ausnahnie 
der Wurzel — €, welche bei ungeradem n vorhanden ist, und 
der Wurzeln 1 und — 1, welche bei a = — 1 und geradem n 
vorhanden sind, keine realen Wurzeln*). 

Beweis. Die Entwickelung der Determinante f[z) nach stei- 
genden Poten^en von z (§. 5, i) giebt vermdge der in (5, VI) 
bewiesenen Eigenschaft der zu /(O) gehOrigen Subdeterminanlen 
ohne Weiteres zu erkennen, dass die Coefficienten von s^, 2^, z'^^ . , 
von den Coefficienten von 2**, <s**"~S z**""^, .. sich nur durch 
den Factor b unterscheiden, dass also 



z^ 



-'© 



was sich durch Multiplication der Determinanten e und f[z) 
bestatigen lasst. Demnach ist /( — fi) = (— 1)^6**" V(— «)? 
also /( — a) = 0, wenn entweder n ungerade, oder n gerade und 
€ = —1. Ferner ist /(e) = ***""*/(«)? »lso /(e) =0, wenn n 
gerade und fi = — i . Ueber die Realitilt der tlbrigen Wurzeln 
der Gleichung / (2) = erhalt man Aufschluss durch das Pro- 
duct der Determinanten 



f{^)n-^) 



dii — z^ zd^2 zdi^ 

zd2\ d22—z^ zd2z 



zd-^s 



zd^' 



d..-z^ 



worin nach der Multiplicationsregel 

da — z^ ^ Cix <?a + . . + {cu + 2?)(c,»~2?) + . . + c,>,c,n 



*) Brioschi Liouv. 19 p. 253. Vergl. Schlafli GreHe J. 65 p. 486. 
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folglich (5, I) 

^ii = Ij ^ik = <iki — Cik 

ist. Daher hat man <?|X-"*" ^ki = ^» ^^^ ^^^^ §• ^? ^ 
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(i_.)V (I _.)"-;..,,. 



wobei die a. a. 0. naher beschriebenen Coefficienlen der Potenzen 

von z posiliv sind. Wenn nun z real ist, so ist bei geraden 

oder ungeraden n 

positiv, folglich f[z) von Null verschieden. 



10. Wenn durch die lineare Substitution 
a?i = c^xVi + .. + <?t„y„ 



a?« = c^i^i + . . + <?«„«/« 



die quadratische Form ^a^x^x^ in die Summe von n Quadraten 
P\yx'^'^Piy2^-^ ' '-^Pnyn" ttbergeht, so erfolgt die IdentitSt 

ik 

unler den Bedingungen 
Setzt man zur Abktirzung 

ffis '^ «ti Ci, + . . + ainCns 

so erhUlt man bei der Voraussetzung aj^i = a^jg zur Bestimmung 
der Substitution das unzureichende System von |n(n — 1) Glei- 
chungen 
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Aus solchen GrOssen c, welche diesem System gentlgen, bildet 
man dann 

<^lrffir + . . + Cnrffnr = Pr 

und findet 

fflr<^ir + . . + gnr^nr 

SO dass nur die Verhaltnisse der Substitutionscoefficienlen zu 
einander in Betracht kommen. 

Die Delerminanlen der gegebenen und der transformirlen 
Form sind — hh a^ ^ . . a^^ und p^p2 • * Pn* Wenn nun die De- 
terminante der Substitution den Werth £ hat, so ist (3) 

Wenn man ferner die Adjuncte des Elements c^y, in der Deter- 
minante e durch y^ bezeichnet, und die Gleichungen 

= ^ll^'lr + • . + Cn\9nr 
Pr^ Clr5r,y+ . . + Cf^rgnr 
«= Ci„^iy+ . . + CnnQnr 

der Reihe naeh mit Yi\ » Yiii • • multiplicirt, so findet man durch 
Addition 

PrYir == egir 

und hiernach wie oben (5) 

11. Die Summe /= ^a^j^x^yj^ von n^ Gliedern, welche 
dadurch gebildet werden, dass man ftir i und k alle Nummern 
von 1 bis n setzt, und deren Coefficienten a^j^ einer Beschrankung 
nicht unterliegen, ist eine lineare Form sowohl der Variablen 
x^y . . , a?n ? ^Is auch der Variablen y^ , . . , y^ , und heisst des- 
halb eine bilineare Form derselben*). 



*) Jacobi Crelle J. 53 p. 265. Vergl. Christoffel Crelle J. 63 p. 255. 
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Aus den Differentialquotienten 

bildet man die characteristische Gleichung 

f = UiXi + . . + u^Xn == ti^i + . . + v^yn 

Von der bilinearen Form kann man ein Product einer linea- 
ren Function der x mit einer linearen Function der y so ablOsen, 
dass eine bilineare Form von zweimal n — 1 Variablen tibrig 
bleibt. Unter der Voraussetzung, dass der Coefficient a^^ nicht 
null ist, dass also in Uj die Variable t/j, in v^ die Variable x^ 
nicht fehlt, bilde man die bilineare Form 

A = f— *^*'- = SaikXiyu 

welche die Variablen a;, , y^ nicht mehr enthiilt, well 

« tfc = «ifc — 

verschvs indet , wenn ftir i oder k die Nummer 1 gesetzt wird. 
Mittelst der Differentialquotienten 

kann ferner unter der Voraussetzung, dass a\<^ nicht null ist, 
dass also weder ^2 ^^ ^^'2 ^^och x.^ in v'2 ^eblt, die bilineare Form 

f f ^ 2<^ 2 Vr." ^ « 

n = /I TT — = -^a tfc^tyfc 

a 22 

gebildet werden, welche auch die Variablen a?2, ^2 J^i^ht mehr 
enthalt, well der Coefficient 

a 22 

verschwindet , wenn ftir i oder fc die Nummer 2 gesetzt wird. 
Durch fortgesetzte Ausscheidungen der angegebenen Art erhalt 
man die besondere Darstellung 
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UiVi U2V2 

' "* ";;; — "*" ~~:^ — 

an a 22 

Die Differentiation ergiebt aber 



W 3*^ 3 



U ^^U'i — 



a 22 






^ fc =*= <^ fc— ■ 



<^ 2^ 2fc 

a '22 



mithin ist m'^- eine von y^ unabhUngige homogene lineare Ver- 
bindung von m^ und u^\ u\ eine von i/j und y^ unabhangige 
homogene lineare Verbindung von u\ und u'^-, also auch von 
Wj, M27 "»; ^- s. w. In alien diesen Verbindungen hat u^ den 
Coefficienten 1. Daher kann 

w(»»»)^. ^ Cj Wi + . . + C„jW^ + w« 

gesetzt werden. Weil diese Formel von y, , . . , 2/^ unabhiingig 
sein soil, so verschwinden die Coefficienten dieser Grdssen, und 
man hat 

= Cja,! + . . + C^a^i + a*! 



»: CiOiOT + . . + C^O'mm + <*tm 



folglich (§. 8) 



an . 


. ami 


«M 


• 


• • 




«lm . 


. <^wm 


aim 


«1 . 


. W^ 


U,.— !*(»«),. 



= 



oder 



^(«).:^+ojj.,o^^ « 



an 



ami a^i 



aim • • a^^ a^^ 



aim Wl 



a^ 



w,* 



ami • • "-mm '♦m 

ajt . . a^^i Wi 



ami 
aa 



aim ai^OT + i y„, + i + . . + ai„ y„ 



amm a„i^^ 4. \ y^ ^ j 



+ am»i yn 
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Aus uW,« wird vW^ abgeleitet, iadem man u^ durch r^, und a^g 
durch a^^ ersetzt. 

Die Variable yjj. hat in uC***)^ den Goefficienten ai^\j^ , also ist 
a^*"^tk^± an . • amm = -2? + an . . Omm«»k 



^±aii..a« 



Unter Annahme der Bezeichnungen 



An = -2; + aa . . o« 



t/m - 



«11 



»l,m-l «l 



»m,m — 1 *»m 



ail 



ai,m— 1 <*lmym 
O'm.m — l ^mmUm 



AiVm + . . 



F„, = 



«li . . am- 1,1 ^1 
<*lm • . <*m— l,m ^m 



Oil . . Om— 1,1 ''ml^m 



^m + 1 ym + 1 + • 



ergiebt sich endlich 

a^"*^m+l,m + l ^m^m + l -^ 

-^1 -^1 -^2 -^2-^3 

Wenn es demnach eine Anordnung der Variablen einer 
bilinearen Form giebt, bei der die partialen Delerminanten A^ , 
A2y A^, . . nicht verschwinden, so kann die bilineare Form auf 
eine bestimmle Weise als Summe von Producten homogener 
linearer Functionen f/, Fj , U^V^', . . so dargeslellt werden, dass 
U^ und V^ von der mten (und den folgenden) Variablen je 
einer Schaar abhangen und die vorangehenden Variablen nicht 
enthalten. 

Diese wJACOBi'sche Transformation « der bilinearen Form 
wird auch dadurch erhalten, dass man die KRONECKER'sche Sub- 
determinanfenformel (§. 7, 4) auf das Quadrat der Elemente 
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f>i . . r„ 



«n tfn 



anwendet (atoo == 0, a^^ = m^-, Oq^ = i?^). Dann ist 



m + 1 . ' 


m m+1 . 


m m + 1 . 1 


m + 1 . 




m . m + 1 






m . m + 1 





und zwar 



m 
m 



= 



** -^ ± «mm • • <^nn ** ^m » ^n + 1 =* ^ 



m + 1 
m m+1 






eine lineare Form der y^ , . . , y^ , frei von 2^^ + ^ 



yn) 



m m + 1 . 
m + 1 . 



= I ^tn-k-iA 






= -^m 



eiue lineare Form der a?,, . ., a:^^, frei von a:^^^, . ., a?^. 
Das Anfangsglied (7^ = 0) der Summe hat den Werth 



1 
1 



= -f 



weil 



f ^ ^yVx + 


• • + ^nVn 


f V, 


. . V^ 


«j =- «iiyi + 


■ + «lnyn 


"1 ail 


. . «! 


^n = «niyi + 


. . -^(^nntfn 


w» am 


. . a, 


Daher ist 










+ ^^^^ + 




«f 



= 
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Kronegker Berl. Monatsbericht 1874 Miirz. Weileres tiber diese 
Transformation fmdet man bei Kronecker a. a. 0. und in dem 
Monatsbericht 1874 April. Daselbst wird gezeigt, dass die Trans- 
formation auf jede bilineare Form bei geeigneter Anordnung der 
Variablen anwendbar ist, auch dann, wenn die Determinante 
der Form null ist. 

12. Ebenso kann unter den analogen Voraussetzungen die 
quadra tische Form ^a^j^x^xj^, deren Coefficienten a^j^ und aj^ 
gleieh sind, auf eine bestimmte Weise als Aggregat von Quadraten 
linearer Formen der Variablen so dargestellt werden, dass die 
mte Form von der mien und den folgenden Variablen, aber nicht 
von den vorangehenden abhiingt*). Denn die bilineare Form 
/ = ^a^j^x^yj^ geht in die gegebene quadra tische Form tiber, 
wenn yy. mit x^^ a^ mit a^j^ zusammenfallt. Versteht man nun 
unter w^-, m'^-, .. die halben Differentialquotienten (§. 13, 1), so 
hat man (11) 

;-= ty + _??.^ + .. + _£»'L_ 

worin A^ == ^ + a^ ^ . . cf,„,^ eine nicht verschwindende Sub- 
determinante des Systems der Coefficienten bedeutet, und 



(Jn. = 



«ll • . «l,m— 1 "i 



*-l ^m 



«ll . . <»l,m-l «lm^m + 



^tn^tn — I ^mm'^m "^ • • 



Die Anzahl der Quadrate, welche negative Coefficienten haben, 
ist der Anzahl der Zeichenwechsel gleieh, welche die Reihe 

1 , Ai , -A^ , . . , A^ 
darbietet. 

13. Zwei gegebene quadra tische Formen der Variablen 
x^j . . J ^n 

(p = SaikXiXjc tp «= ^hikXiX^ 

♦) Jacobi CreUe J. 53 p. 270 und 282. Diese Transformation der 
quadratischen Formen war von Gauss theor. combin. observ. 34 (Gomm. 
Gdtt. V. 4823, W. 4 p. 37) angezeigt worden. Einen Beweis derselben findet 
man bei Brioschi Nouv. Ann. 4856 JuU, 
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deren DeterminaDten nicht verschwinden, kdnnen im Allgemeinen 
durch eine beslimmte lineare Substitution 



deren Determinante den Werth € hat, in die Formen 

gebracht werden*) . Denn man hat zur Bestimmung der n^ Sub- 
stitutionscoefficienten \n[n — 1) + ^n(n — 1) + nGleichungen (10). 

I. Durch diese TratisformaXibn gehl die quadratische Form 
8<p — \p 
mit der Determinante 

sail — &a . . aain — ^in 



r- 



««nl~*nl • • «»«n — ^» 



tlber in die Form [s — ^1)^1^1^ + ..+ (-^ — ^n)Pn^n^i deren 
Determinante 

ist (3) . Zugleich hat die Determinante Px » - Pn der transfor- 
mirten Form 9 den Werth 6^^+, «ii • • ^nn? ^ilso ist 

f = («—«,) .. (s— s„)^+ ail ..a«n 

d. h. *j, .., *^ sind die Wurzeln der Gleichung nten Grades 
/ = 0. In der That sind Sy^tp — xp^ s^q) — xpy . . singulare qua- 
dratische Formen mit verschwindenden Determinanten und von 
weniger als n Unbestimmten (§. 13, 10). 

II. Setzt man wie oben (10) 



*) Caucht 4829 Exerc. de Math. 4 p. 4 40. Jacobi Grelle J. 42 p. 4. 
"Weikrstrass Berl.Monatsbericht 4 858 p. 207 (vergl. Brioschi Ann. di Matem. 
4 858 JqU und Christoffkl Grelle J. 63 p. 255). ' 

Baltzer, Determ. 6. Aufl. ^ 4 4 
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und bezeichnet^man die Adjuncle des Elements qj^ in e durch 
y^jg, so hat man ^ 

folglich sj^9ik—^ik = d. h. 

Indem man hierin fttr t die Nummern 1 , 2, . . , n setzt, erhalt man 
ftlr die gesuchten Coefficienten c^j^j Cjjj., . . ebensoviel homogene 
lineare Gleichungen (§. 8, 2). Wenn nun von dem System 

«k am — bni . . 8ic Gnn — Kn 

die Determinante nten Grades null, mithin sj^ eine Wurzel der 
Gleichung / = ist , und wenn nicht alle Subdeterminanten 
(n — 1)ten Grades null sind, so gentlgen n — 1 Gleichungen, 
welehe die Proportion c^j^ : cjjj. : . . und das entsprechende Glied 
Pk Vk^ (^^) bestimmen. Wenn aber alle Subdeterminanten 
(n — 1) ten Grades null und nicht alle Subdeterminanten (n — 2) ten 
Grades null sind, so gentlgen n — 2 Gleichungen, welehe von 
2 Coefficienten c^jj., Cjjj., .. die ttbrigen abh^ngig machen. 

III. Unter der Voraussetzung, dass alle Subdeterminanten 
[n — 1)ten Grades null sind, ist df null (§. 3, 15) d. h. sj^ eine 
mehr als Ifache Wurzel von / = 0; unter der Voraussetzung, 
dass alle Subdeterminanten (n — 2) ten Grades null sind, ist dV" 
null d, h. sj^ eine mehr als 2fache Wurzel von / = ; u. s. w. 
Wenn demnach sj^ eine einfache Wurzel von / = ist, so sind 
nicht alle Subdeterminanten (n — 1)ten Grades null; wenn S]^ 
eine zweifache Wurzel von / = ist, so sind nicht alle Sub- 
determinanten (n — 2) ten Grades null; u. s. w. 

IV. Wenn *, und ^2 conjugirt complex sind, so sind auch 
p^ yj 2 YinA P2 if2 ^ conjugirt complex, mithin g? und i/i durch je n 
Quadrate darstellbar, welehe nicht alle dasselbe Zeichen haben 
(§. 13, 14). Umgekehrt schliesst man: Wenn eine der Formen 
sq> — xp definit ist (z. B. q) entsprechend 5 = oo), so ist die 



§. 14, 13. 
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Determinante / der Form scp — x^i bei nicht realem s nicht nuU^ 
alle Wurzeln der Gleichung / = sind real, 

V. Wenn das Element sogy — h^ des obigen Systems die 



AdjuntJte /^^ hat, so ist /^^ =/^^ (§. 3, 5), fgyP'—fq^Ur durch 
/ theilbar, null bei / = (§. 7, 2), und nach §. 7, 3 

f^qr - fqr^f dsIla^^f^Jr^ («, /9 « 1 , 2, . ., n) 

so dass, wenn / und df bei demselben s null werden, auch 
-2«a^/ga/^^ verschwindet. Unter der Voraussetzung, dass eine 
der Formen stp — tp definit ist, ist eine ^fache Wurzel der Glei- 
chung / = zugleich eine [X — 1)fache Wurzel der Gleichungen 
/ = 0, wie Weierstrass a. a. 0. bewiesen hat. 

Dieser Satz folgt, wie Kronegker in demselben Monatsbe- 
richt bemerkt hat, aus der oben §. 13, 15 gezeigten Transfor- 
mation von s(p — \p in die Summe von n Quadraten 

2{8-^Sh)zn^ /» = 1, 2, ..,n 

WO z;^ = c;^ia?^ + .. + CJ^^Xn, eine beslimmle lineare Form der 
X ist. Durch diese Transformation wird 

saik — bik « 2{s^8}^)ChiCKk 
Das Element sa^^ — h^j^ entsleht aus den beiden Syslemen 



(«— «i)<?in 



(«— «n)<?n 



<^in 



durch Composition der Zeile i des ersten Systems mit der Zeile 
fc des andern Systems. Daher ist nach §. 6, 1 z. B. die Sub- 
determinante mten Grades 



sail — '^11 



*«im — ^iw 



^^m\ — ^ml • • ^^mm ^w 



(s— Si)Cn . . (S— «„)(?„! 



^11 



^nl 



U* 
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eine Summe von T**) Gliedern, deren jedes durch m Grossen 

der Reihe s — s^, . . , s — 5^ theilbar ist. Wenn nun 5, eine Afache 
Wurzel der Gleichung /= 0, also die Delerminante «len Grades 
/ durch [s — 5j)^ theilbar ist, so ist eine Subdeterminaute (n — 1) ten 
Grades die Summe von Gliedern, deren jedes durch 7i — 1 
Gr(5ssen der Reihe s — 5^, .., s — s^ theilbar ist. Unter diesen 
n — 1 Gr()ssen befinden sich hOchstens n — A, die nicht 5 — s^ sjjid, 
also mindestens I — 1 GrOssen s — s^, d. h. jede Subdetermi- 
naute (n — 1)ten Grades ist theilbar durch [s — *i)^"~S jede Sub- 
determinaute (n — 2) ten Grades ist theilbar durch {s — s^)^^^, 
u. s. w. 

Anmerkung. Wenn die beliebige quadratische Form xp 
durch n Quadrate insbesondere mittelst einer orthogonalen Sub- 
stitution dargestellt werden soil, welche die Form 

verwandelt, so hat die zu diesem Zwecke aufzuldsende Gleichung 
/ = nur reale Wurzeln , welche aber nicht nothwendig alia 
von einander verschieden sind. Auf einer solchen Transfor- 
mation beruht die Bestimmung der mechanischen Hauptaxen 
eines gegebenen KOrpers*), der sacularen StOrungen der Planeten 
(Laplace M6m. de Paris 1772, 11 p. 293 und 362), der Hauptaxen 
derLinien und der Flachen 2ter Ordnung (Eller 1748 Introd. II 
App., PoissoN und Hachette 1802 J. de lee. polyt. Cah. 11 p. 170, 
BiNET 1811 Gorresp. sur I'ec. polyt. t. 2 p. 323 u. A.). Die dabei 
eintretende Realitat der Wurzeln der Gleichung / = wurde 
ftir den dritten Grad von Lagrange (Mem. de Berlin 1773 p. 108) 
bewiesen, ftir hohere Grade von Cauchy a. a. 0.; auf einem 
neuen und directen Wege ftir den dritten Grad von Klmmer 
(Grelle J. 26 p. 268. Vergl. Jacobi Crelle J. 30 p. 46. Bauer 
1868 Crelle J. 71 p. 40), ftir hohere Grade von Borchardt Liouv. 



*) Ausgehend von D'Alkmbkrt's und Euler's Untersuchungen (M6m. 
de Berlin 4 749 — 50) hatte Segnkr (Specimen theoriae turbinum, Halle 4755) 
die freien Rotationsaxen eines Kdrpers durch eine cubische Gleichung 
bestimmt, und den Weg erOffnet, auf welchem Eller weitergegangen ist 
(Theoria motus corp. sol. 4765 cap. V). 
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J. 12 p. 50 — und zwar unter der Voraussetzung , dass alle 
Wurzeln der Gleichung / = von einander yerschieden sind. 
Die angezeigte Eigenschaft der Gleichung / = erkennt man 
nach Sylvester (Philos. Mag. 1852, II p. 138) durch Entwickelung 
des Products /(«)/( — «), welches bel imaginaren Werthen von 
s durchaus positiv ist (vergl. 9) . Die AuflOsung des allgemeinen 
Problems ist tiefer ergrtindet worden von Weierstrass (Berl. 
Monatsbericht 1868 Mai 18) und Kronecker (ebendas. und 1874 
p. 1). 

14*) . Eine ortbogonale Substitution, welche a^i ^ -|- 3:2^ + . . 
ia y^2^y^2 ^ ^ ^ transformirt, ist ein besonderer Fall einer linea- 
ren Substitution, durch welche iiberhaupt eine quadratische 
Form der x in sich selbst d. h. in dieselbe Form der y trans- 
formirt wird**). 

I. Aus dem System 

• • • • • • 

folgt durch Multiplication mit x^, x.j, . . und Addition 

und durch Multiplication mit y^ , ^2 > • • ^^^ Addition 

BSaxkXun = ^(^nykVi 
also unter der Bedingung t'^ = \ 

Hajaopk^x = Sauykn 
Wenn nun 

Pkx = i(«a + «;ik) *■ PXk 

f{x) « 2pkX^k^k (A;, A «= 1, 2, . ., n) 



*) RosANKS briefliche Mittheilung 1874 Dec. Vergl. Crelle J. 80 p. 53. 
**) Vergl. EisiiKSTKi>, Hkrmite, Caylky Crelle J. 44 p. 454, 47 p. 308, 
50 p. 288. 
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gesetzl wird, so kOnnen die GrOssen a durch die GriJssen p und 
q ausgedrtlckt werden, dergeslall dass die gegebene quadra- 
tische Form f[x) durch die lineare Substitution 

Bfx{x) + eSquXi = A(y) + ^anvi 

% i 

> * * 

in /(y) tlbergeht. Die |n(n — 4) Coefficienten q bleiben unbe- 
stimmt, € ist entweder \ oder — 1. 

11. Eine lineare Substitution oc^=' ^^hXVX^ welche die qua- 

xlratische Form f[x) = ISpj^^xj^xj^ in sich selbst d. h. in f(y) 
transformirt, lassl sich (abgesehn von besondern Fallen) auf 
folgendem Wege in das System (1) 

sZauixx -= ^Ojikyi (A; « 1, 2, . ., n) 

tlberftlhren. Man setzt 

so dass bj^i = ^jcx-^^^kk ^^^ ^kX entweder \ oder ist, je 
nachdem k und A gleich oder ungleich sind. Wenn — + 6^^622 • • 
nicht null ist, so findet man (§. 8, \) die Umkehrung 

i 

Demnach ist 

f{x) = 2:pH{h-m){Sx-eyi) « f(g)~26:si>uy*& + Ay) 
und wegen der Voraussetzung /(x) == /(y) 

Setzt man endlieh 

2e(l?ufti + . . +i?„Aftn) =- a^.- 
so erhalt man 

f(f) = -Sa^,|,|^ 
bei alien §, folglich a^.;^ + a;^^- = '^Pix* Nun ist 

'2^(au + «Xfc)yft = 22pjaPikSi -* -^^ox.1.- =» -rfaii(a:» + ey,) 
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folglich 



815 



k k 



III. Diese Ueberftthrung der Subslitulion (II) in das System 
(I) ist nicht thunlich, wenn die Determinante J^ + 61^^22 .. 
null ist, d. h. wenn die Gleichung nten Grades fttr q 



cii — e 

C21 



C12 

C22 — Q 



« 



-die Wurzeln 1 und — I zugleich hat. 

Diese Gleichung (vergl. oben 9) ist reciprok*). Denn sie 
drttekt die Bedingung aus, unter der in dem System (II) x 
durch (jy ersetzt werden kann. Aus der Identitat/(x) =/(y) 
folgt aber durch Differentiation das congruenle System 

ffc(y) « Clfcfl(a?) + . . + Crikfnisi^) (* —1,2,. ., n) 

Und die Bedingung, unter der in diesem System gx durch y, 
mithin fk[2/) durch ()fj^{x) ersetzt werden kann, fallt mit der 
aufgestellten Gleichung zusammen. Das Product der Wurzeln 
ist 1 Oder — 1. 
Fttr das System (I) lautet die entsprechende Gleichung 



-^±^11^22 



fail — (> an 
sa2i — gai2 



««i2 — Q<hi 
£ a22 — Q a22 



== 



welche man sofort als reciproke Gleichung erkennt. Das Pro- 
duct ihrer Wurzeln ist t". 

Wenn ttberhaupt aus den linearen Formen 



^i — cuyi + .. + c„,y„ 



das System 



aiia?i + . . + ainXn — <^iiyi + . . + <?»iyn 

ania?i + . . + a^n^n « dinVi + • • + ^nnyn 

gebildet wird, wobei 

(^kX = «kl<^Al + . . + (^kn<^Xn 



*) Hermite und Caylet a. a. 0. 
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so ist die entsprechende Gleichung 



dii — gaii <^2i— (>«i2 • 




Cn — Q Ci2 




ail «i2 


<^12 — (>«21 d22—'Q(h2 . 


— 


C2i C22- 


-9 . 


fl21 «22 



= a 



Bei J;^.;^ = eaj^i findet man - + Cj,C22 . . = «**. Also ist bei 
geradem n eine Substitution, deren Determinante den Werth 
— 1 hat, in dem System (I) nicht enthalten. In andern Fallen*) 
kann die Gleichung fttr q die beiden Wurzeln 1 und — 1 nur 
dann haben, wenn ihre Wurzeln nicht alle von einander ver- 
schieden sind. 

IV. Die angegebene Substitution ist eine orthogonale, wenn 

PUl -= ^U f{^) -= ^i2 + a?22 + . . + V 

Alsdann wird i(«H'*"^AA;) = ^kX ^^^ 

sHauXi = 2aayi (A = 1, 2, . ., m) 

i i 

so dass \n[n — 1) GrOssen a unbestimmt bleiben. Diese Dar- 
stellung steht mit der von Cayley gegebenen in ersichtlichem 
Zusammenhang. Vergl. Veltmann SchlOmilch Zeitschrift t. 16 
p. 523. 

§. 15. Die DreiecksMche und das Tetraedervolum. 

1. Wenn den Anfang beliebiger coordinirter Axen bedeu- 
tet, wenn a?, y und Xj, y^ die mit den Axen parallelen Coor- 
dinaten der Puncte A und B sind und die Geraden, auf denen 
OA und OB liegen, durch r, r^ bezeichnet werden, wenn 
ferner die Dreiecksflache OAB positiv oder negativ genommen 
wird, je nachdem der Sinn der Drehung, welcher durch die 
Ordnung der Puncte 0,.^, B bestimmt ist, mit dem positiven 
Sinn der Ebene, in welchem positive Winkel derselben be- 



fiir n 



*) Vergl. Bachmann Crelle J. 76 p. 334 und Hkrmite Crelle J. 78 p. 325 
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schrieben werden, tlbereinstimmt oder nicht tibereinstimmt,. 

so ist*) 



2 0AB = OA.OBsinrri -= BO .OAsinrir -= 



X Xi 

y yi 



sina;y 



Beweis. Es ergiebt sich unmittelbar aus der tiber das 
Zeichen der Dreiecksflacbe gemachten Voraussetzung , dass 
OA, OB sin rrj und BO . OA sinr^r auch dem Zeichen nach 
mil '^OAB tlbereinstimmen. 

Wenn durch OA', OB' die Abscissen von A, B, durch 
r\ x\ y' die Normalen der Geraden r, x, y bezeichnet werden, 
so haben OA und OA' auf y', OA und A' A auf x' gleiehe 
orthogonale Projectionen d. h. 

0-4 cos yV = OA'cosxy' OAcosyr' = OA'^inxy 

OAcosx'r^^ A^Acosyx' — O^cosa?r'» A^A sin xy 

Die Distanz B von OA wird durch orthogonale Projection der 
gebrochnen Linie OB'B auf r' gefunden 

Xi cosa?r'+ y^ cosyr' 
Also ist 

2 0-4^ ass a7i.O-4 cosa7r'+ yi.0-4 cosyr' e- ( — Xiy-^xy^) sinxy 

Anmerkang. Wenn der Puncl B von dem Punct A ver- 
schwindende Distanz hat, so ist 

ri =^ r -^ dr x^ =^ x -^ dx yi ^^ y -^ dy 

Indem man den Winkel xr durch ^ bezeichnet, erhalt man 



20 AB « r^d& « 



X x-^dx 
y y -^dy 

durch Amvendung von §. 3, 7. 



smxy 



X dx 
y dy 



smxy 



*) Diese Formel ist in einem Theorem Varigkon's (M6m. de Paris- 
4749 p. 66) enthalten, dessen genaue geometrische Darstellung nebst der 
Bestimmung der Zeichen man in Mobius Statik §.35 und in des Verf. 
Elementen der Math. Planimetrie §. 9, 8 flndet. In der gegenwartigen 
Gestalt kommt die Formel bei Mokge 4 809 vor (J. de I'^cole polyt. Cah. 
45 p. 68), und liegt der Formel fiir die Flache eines Polygons zu Grunde, 
welche Gauss (Werke 4 p. 393) in den Zusatzen zu Schumachkr's Ueber- 
setzung von Carnot g6om. de position gegeben hat. 
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2. Wenn das Volum des Tetraeders AB C dnrch die Kanten 
OAj OB, OC und deren Winkel unzweideutig ausgedrtlckt 
werden soil, so bestimme man willktlrlich die positiven Rich- 
tungen der Geraden x, y, z, auf denen die Kanten OA, OB, 
OC liegen, und demgem^ss die Zeichen dieser Kanten; ferner 
bestimme man willktlrlich die positive Richtung der Normale z 
der Ebene xy, und demgemass den positiven Sinn dieser Ebene. 
Dann ist (1) auch dem Zeichen nach 

20 AB = OA.OBsinxy 

und die Distanz der Spitze C von der Ebene OAB 

OC cos zz^ 
folglich*) 

60ABC ^ OA,OB .OCsmxycoszz' 

Wenn zur positiven Richtung von x oder y die entgegen- 
gesetzte gewiihll wird, so wechselp OA oder OB und sina:y 
das Zeichen. Wenn zur positiven Richtung von z die entgegen- 
gesetzte gewahlt wird, so wechseln OC und cos^^;' das Zeichen. 
Wenn zur positiven Richtung von z' die entgegengesetzte ge- 
wahlt wird, so wechseln sina:^ und coszz das Zeichen. Bei jeder 
Wahl erhalt also 0^4 . OB, OC sina?y (^oszz dasselbe Zeichen. 

In gleicher Weise findet man 

QOBAC = A. OB .00 sinyxcoszz' 
Nun ist sin y 07 = — sin xy, folglich OBAC= — OA B C, u. s. w. 

3. Der goniometrische Factor, mit welchem das Product 
der an einer Ecke des Tetraeders liegenden Kanten multiplicirt 
werden muss, damit man das 6fache Volum des Tetraeders 
erhalt, wird nach Staudt (Crelle J. 24 p. 252) der Sinus der 
Ecke genannt und durch sin xyz bezeichnet, wenn die Kanten 
auf den Geraden x, y, z liegen. Nach (2) ist 

sinxyz «= sinyzx = . . = — s'myxz == — s'mxzy «= . . 

Das Parallelepiped, dessen Kanten auf x, y, z positive Ein- 
heiten sind, hat das Volum (2) 



*) Vergl. MoBius Statik §. 63 und des Verf. Elem. d. Math. Trigono- 
metrie §. 6, 4 4. 
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sin y;!; cos a; a; ' -« sinata; cosyy' =« sina?y cos;?^?' ^ sma;y« 

\venn die positiven Normalen der coordinirten Ebenen yz^ zx, 
ocy durch x\ y\ z' bezeichnet werden. 

Aus spharisch-trigonomelrischen Grtlnden hat man noch 
smxyz =s sXnxy sinxy'^z ^ ^mxy smyz smxy^yz 

wenn xy'z und xy'yz die mit der Ebene xy von der Geraden z 
tind von der Ebene yz gebildeten Winkel bedeulen, und 

Qoszx — cosary cosyz == sinzx siny« cosxy'yz 
Aus den beiden Gleichungen findet man*) 

s'm^xyz «» sin^xy sin^yz — {coszx — cosxy cosyz)^ 
«= 1 — cos^xy — cos^yz — cos^zx + 2 cosxy cosyz coszx 

^4sin^y'^r'^^%in-^-^- 



2 2 



Die Grdsse sin^ xyz liegt zwischen und 1, und erreicht 
die untere Grenze nur dann, wenn die Geraden x, y, z mit 
einer Ebene parallel sind, die obere Grenze nur dann, wenn 
die Geraden normal zu einander sind, Zugleich ist (§. 5, 6) 



sin^xyz = 
analog der Gleichung 



1 cosxy cosxz 

cosxy 1 cosyz 

cosxz cosyz 1 



sin*a?y = 



1 cosxy 

cosxy 1 



4. I. Coordinaten einer Strecke heissen die Projec- 
tionen derselben auf je eine von 3 coordinirten Axen durcb 
Ebenen, die mit den beiden andern Axen parallel sind. Coor- 
dinaten einer Planfigur heissen die Projeetionen derselben 
auf je eine von 3 coordinirten Ebenen durch Gerade, die mit 
den beiden andern Ebenen parallel sind. Wenn insbesondere 
die'StretJke eine Geschwindigkeit , Beschleunigung , Kraft, oder 
die Planfigur ein Kraftepaar bedeatet, so sind ihre Coordi- 



*) EuLBR Nov. Comm. Petrop. 4 p. 458. Vergl. des Verf. Elem. der 
Math. Trigonometrie §. 6, 44. 
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naten Componenten (composantes) des resultirenden mechani- 
schen Elements. 

II. Das Prisma, dessen Basis und Kante in Bezug auf 
die Axen x^ y^ z durch ihre Coordinaten L siny^;, Mm^zx^ 
N ^\xixy und -4, 5, C gegeben sind, hat das Volum 

Beweis. Das die Basis p auf j/z parallel mil x projicirende 
Prisma hat den Normalschnitt 

y cosa?n = L ^xxiyz cosara;' = L ^waxyz (3) 

u. s. w., wenn durch x\ y\ z ^ n die positiven Normalen der 
coordinirten Ebenen und der Basis -Ebene bezeiehnet werden. 
Die Hohe des gegebenen Prisma wird durch orthogonale Pro- 
jection der aus A, B^ C bestehenden gebrochnen Linie auf n 
gefunden 

A cosxn + B cosyn + Ccoszn 

Also hat das Prisma das Volum 

Ap cosxn + Bp cosyn + Cp cos z'n *= {AL + £ Jf + CN) sinxyz 

III. Wenn in Bezug auf die coordinirten Axen x, y, z mit 
dem gemeinschaftlichen NuUpunct die Puncte A, B, C die 
Coordinaten x, y, z] ^u y^ -s^i ; ^2^ Vit ^1 haben, so ist auch 
dem Zeichen nach**) 

X Xi X2 

QOABC =« y yi y2 sinxyz 

Z Zi Z2 

Beweis. Die Coordinaten der Flache %OBG sind (1) 



y\ 1/2 

Zi Z2 



smyz, 



Xi X2 



sinzx t 



Xi X2 



sinxy 



Die Coordinaten der Strecke OA sind x, y, z. Durcli Compo- 



*) S. den Aufsatz des Verf. Leipz. Berichte 4873 p. 525, welcher die 
Anwendung dieses Lemma bei der Reduction der einen starren Korper 
angreifenden Krafte zeigt. 

**) Lagrange sur les pyr. U. Mot^ge und Mobius a. a. 0. Gauss 
Disq. generales circa superficies curvas 2, VIL Gauss und Mobius haben 
das Zeichen bestimmt. Vergl. den Aufsatz des Verf. Crelle J. 73 p. 94. 
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sition dieser Coordinaten mit den Coefficienten von sinyz, sinzx, 
sinrcy erhSdt man (II) die angegebene Determinante. 

Anmerknng. VermOge der Satze (1) und (4) kttnnen die 
^infachsten der in §. 3, 9 aufgeslellten Identitaten geometrisch 
gedeulet werden. 

5. Wenn die Puncte A, 5, C in Bezug auf zwei Axen der 
Ebene ABC durch die Coordinaten a?, y; ojj, y^ ; a?2 , ^2 6®~ 
geben sind, so ist*) 

1 1 1 
2 ABC ^ X «i a?2 sinajy 

Beweis. Da die Slrecken AB^ AC die Coordinaten a?, — a?, 
^1 — y; 0^2 — a:, y^ — y haben, so ist (1) 

X\ — X X2 — X \ 

yi—y y2—y I 
Wie in §. 3, 3 erbalt man statt dieser Determinante 



2ABC =. 



1 —1 

Xy — X 

yi—y 



1 —1 

X2 — X 

y2—y 



1 


1 


1 


X 


Xi 


a?2 


y 


yi 


y2 



Anmerkung. So oft man in der Formel ABC zwei Buch- 
tstaben permutirt, so vielmal wecbselt die Dreiecksflache das 
Zeieben. In der That erleidet die Determinante der Coordina- 
ten durcb Permutation von zwei Colonnen einen Zeiehenweebsel 
(§. 2, 3). Durcb Entwickelung der Determinante erbalt man die 
bekannte Identitat ABC = OBC-h OCA-h OAB. 

Als Bedingung, unter weleber A auf der Geraden B C liegt, 
d. b. als Gleicbung der Geraden durcb B und C ergiebt sicb, 
weil ABC = 0, 

11 1 1 

\ X X\ X2 

\y yi y2 



« 



*) Diese bekannte Formel und die entsprechende des folg. Art. 
kommt in dieser Gestalt bei Caylky Cambr. math. J. 2 p. 268, Joachims- 
THAL Crelle J. 40 p. 23 u. A. vor. 
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I 

1 


1 


1 


1 


QABCD = 


\y 




^2 


^3 
^3 




i z 


«l 


^ 


^3 



6. Wenn die Puncte A, B, C, D in Bezug auf drei Axen 
durch die Coordinaten x^y ^ z\ x^^y^^ z^\ ^ ? ^2 j ^2 ? ^zt Vzi H 
gegeben sind, so ist 



^xvixyz 



Beweis. Die Coordinaten der Streeken AB^ AC^ AD sind 
xj — a?, y^—y^ ^i — ^y x^ — x^ Vi'-y^ H — z\ ^- s. w. Da- 
her ist (4) 

\ Xi — X x-i — X x^ — a: I 
. 6ABCD = yi — y yi — y yz—y sinajy^? 

\ Zi — Z Z2 — z z^ — z \ 

Durch Transformation der Determinante erhalt man 



1 


1 —1 


1 —1 


1 —1 




1 


1 


1 


1 


X 


Xi — X 


X2 — X 


x^ — x 




X 


ari 


X2 


a?3 


y 


yi — y 


yi—y 


yz — y 




y 


yi 


y2 


yz 


z 


Zi—Z 


Z2—Z 


Zi—Z 




Z 


2^1 


Z2 


H 



Amnerkung. So oft man in der Formel ABCD zwei Buch- 
staben permutirt , so vielmal weebselt das Tetraedervolum zu- 
gleicb mit der dafttr gefundenen Determinante das Zeichen. 

Unter der Bedingung ABCD = liegt A auf der Ebene 
BCDj mitbin ist die Gleiebung der Ebene BCD 





1 


1 


1 


1 












X 

y 


yl 


X2 

y2 


a?3 

yz 


= 










z 


^1 


Z2 


^3 










Oder entwickelt 


















1 1 1 


1 1 


1 




1 


1 1 


Xx 


a?2 


X3 


yi y2 vz ^ + 


Zy Z2 


^z 


y + 


^1 


X2 X^ Z ^ 


y\ 


yt 


yz 


Zi Z2 Z^ 


Xy X2 


^3 




y\ 


yi yz 


^1 


^2 


% 



woven die geometrische Bedeutung unmittelbar wahrzunehmen ist. 

7. Die Lage des Punctes Pin Bezug auf das Tetraeder^50/> 
ist durch die Tetraederverhaltnisse 



BCDP : CADP : ABDP : PABG 



§. 15, 7. 



223 



bestimmt*). Die Puncte P, A^ B, (7, D haben in Bezug auf drei 
beliebige Axen die Coordinaten x, y, z; a^i, ^i, ^i; u. &. w. Da 
die Determinante 



1 


1 


1 


X 


a?i . 


. 574 


y 


yi . 


• y4 


z 


2^1 . 


. ^4 


u 


Wj . 


. u, 



flU + /liWi + 



/W4W4 



i« 


+ 


/"I 


^ar 


+ 


^liTi 


/wy 


+ 


/"lyi 


f4Z 


+ 


i"i2^i 



Terschwindet , wenn die letzte Zeile mit einer andern tlberein- 
stimmt, so hat man 

+ . . + /U4 =0 
+ . . + f/iX^ = 

+ . . + iW4y4 =0 
+ . . + /M42?4 =* 

Der Punct F erscheint demnach als Schwerpunct der Puncte 

fJll.A, f^2'B, A'S.C', /lA-^ 

d. h. der in ^4, B, O, D befindlichen Massen ^j, //2? i^3? i^'4r 
und wird dadurch construirt, dass man je nach gegebenenVer- 
haltnissen die Strecke AB in N, die Strecke NC in O, die 
Strecke OD in Ptheilt. Vergl. des Verf. Elem. d. Math., Stereo^ 
metrie §. 11,5. Die Adjuncten f.i, f.i^, . , verhalten sich zu ein- 
ander wie die Tetraeder ABCD, BCDF, .. (6), wahrend 
ABCD : BCDP = AA^ : A^P, wenn die Gerade AP mit der 
Ebene BCD den Punct A^ gemein hat, u. s. w. 

Aus den obigen Gleichungen folgt 

fji{a -^bx -^ cy -¥• dz) + . , + ^^(a + hx^ + cy^ + dz^) =»= 

eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung gefunden wird^ 
indem man die Ebene a-^-hx-^-cy'-^-dz'^^ vorstellt, welche 



*) LAGRA^GK sur les pyr. 28. Gr5ssen, welche wie diese Tetraeder 
sich verhalten, werden bei Mobius (baryc. Calcul) als barycentrische Coor- 
dinaten des Punctes P in Bezug auf Fundamentalpyramide ABCD an- 
gewendet, bei Fbuerbach (Untersuchung der dreieckigen Pyramide p. 5) 
als coordinirte Coefficienten, bei PlOcker (Grelle J. 5 p. \) als Tetraeder- 
Coordinaten (in der Ebene Dreieck-Coordinaten). 
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von den durch P, -4, .. parallel mit z gezogenen Geraden in 
P', A\ . . geschnitten wird. Dann ist 

a + 6a? + cy + dz « 

a ^hx •¥ ey '\- dz = d^^z—z) = <? . F'F 

u. s. w., folglich 

wobei unler P', -4', . . die Durchschnitte irgend einer Schaar 
von Parallelen, die man durch P, ^4, . . gezogen hat, mit einer 
beliebigen Ebene verstanden werden kdnnen. 

8. Sind ^1, B^, C^ die Mitten von AD, BD, CD, so wird 
das Tetraeder ABCD von den Ebenen A^BC, AB^C, ABC^ hal- 
birt, und der Schwerpunct P des Tetraeders ABCD liegt auf 
den genannten Halbirungsebenen, so dass 

AiBCP «- 0, AB^CP = 0, ABC^P = 

Nun hat A^ die Coordinaten y(^i + ^4)> i(yi + y4)> i('^i + ^4)» 
folglich ist (6) 



i^i 



J 2^1 





1 




1 1 1 








J(a?i + a?4) 0^2 0:3 a? 








i(yi+y4) yi ys y 








i(^i+^4) ^2 ^3 ^ 






1 1 1 




i 1.1 


1 


X2 X^ X 


4. 


ia?4 572 a?3 


X 


yi ys y 




^y4 ya ya 


y 


2^2 


^3 ^ 




i^r, 2^2 


4 


z 



«= 



Oder — fi^-hl^ii = 0. Ebenso ist — l^t^-hiHo = 0, — f^W^l^h = ^> 
daher fi^ = i.i<^ = ^i^ = f,i^ = ^ ^fi und 



^1+^2+^3 + ^4 



yi+ y2+y3+y4 
4 



^1 + ^2 + ^3 + ^4 
4 



d. h. der Schwerpunct des Tetraeders ist die Spitze von 4 
gleichen Tetraedern, deren Basen die Flachen des Tetraeders 
sind, und der Schwerpunct von 4 gleichen Massen, welche in 
den Ecken des Tetraeders ihre Schwerpuncte haben*). 



*) RoBERYAL. S. Lagrange M^canique I sect. V, 3 und sur les pyr. 
-34—35. 
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0. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks in 
Bezug auf ein System von zwei Axen gegeben sind, so findet 
man die Flache des Dreiecks auf folgende Weise*). Die Goeffi- 
cienten der Gleichungen seien a : b : Cj Ot • ^i * ^i > ^2 • ^2 • ^2 ) 
d. h. fttr jeden Punct der ersten Seite, dessen Coordinaten x\ 
y' sind, hat man a-h bx-hcy' = u. s. w. Die Coordinaten 
der Eckpuncte x, y; aij, y^; a?2 , ^2 i^^^st 3 Htllfsgrdssen p, 
p^, P2 sind durch die linearen Systeme 

a-k-bx-^cy^^p a+6a7i+cyi = a+6a72 + cy2"=^ 
aj + 6, a? + Cj y = Oi + ^i a?i + Cj yi = ^1 «! + b^ iC2 + <?i ^2 = 

a2 + ^2^ + <?2y ==■ ^ a2 + ftjXi + €2tfi = a2 + &2^2 + ^2lf2 = P2 

bestimmt, welche ausdrttcken, dass der Punct [x, y) auf der 
zweiten und dritten, aber nicht auf der ersten Geraden liegt, 
u. s. w. Nach §. 6, 4 ist 





1 X 


'J 1 


a 


6 


c 




P 










1 a?i tfi 


«i &i 


ci 


= 


Pi 







1 a?2 y2 


Oj 62 


C2 







P2 


Nach §. 3, 7 ist 












a b c 




i? 


b 


c 








oi 61 Ci 


= 





h 


Ci 










02 h 


Cj 







h 


C2 







u. s. w. Wenn man nun die Determinante der Coefficienten 
durch R und die Adjuncten der ersten Colonne durch a, a^, ofj 
bezeichnet, so ist 

daher 












P2 



« PPlP2 



_R3_ 

a€eia2 



^1 



yi 



a?2 ^2 



CeCCi €(2 



^?2 si n ^f/ 

mithin (5) die gesuchte doppelte Dreiecksflache = 



*) JoACHiMSTHAL Crellc J. 40 p. 23. Zu demselben Resultat und dem 
entsprechenden des folg. Art. war auf einem andern Wege Minding Crelle 
J. 5 p. 397 gelangt. 



Baltzer, Determ. 5. Aufl. 
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Nachdem man auf bekannle Weise die HQhen des Dreiecks, 
d. h. die Abstande der Puncte [x, y), (a?,, yj, [x^, t/2) ^^^ der 
ersten, zweiten, dritten Geraden berechnet hat, findet man die 
Seiten des Dreiecks, wenn man die gefundene doppelte Drei- 
ecksflache durch die HOhen dividirt. 

Wenn die Delerminante der Coefficienten verscbwindet, 
ohne dass die Elemente einer Zeile zu einander der Reihe nach 
sich verhalten, wie die Elemente einer andern Zeile, so gehen 
die 3 . Geraden durch einen endlich fernen Punct. 

10. Wenn die Gleichungen der Flachen eines Tetraeders in 
Bezug auf ein System von 3 Axen gegeben sind, so wird das 
Volum des Tetraeders auf dieselbe Weise gefunden, wie die 
Dreiecksflache aus den Seiten. Die Coefficienten der Gleichungen 
seien a : b : c : d^ a^ : b^ : c^: d^, a^'- b^'- c^'. d.^^ ^3 * ^3 • <^3 • ^3 > 
d. h. ftlr jeden Punct {x\ y\ z'] der ersten Flache hat man 
a-^bx"^ cy'-^dz = u. s. w. Die Goordinaten der Eckpuncte 
^j Vi ^; ^n 2/17 ^1; ^2 7 2/2 7 ^2*7 ^37 ^3 7 H ii^bst den Htilfs- 
grOssen p^ p, , p^^ p^ sind durch 4 Systeme von je 4 Gleichungen 

a -^-bx-^cy-k-dz^^p 
a^ -\- b^x -¥ c^y -¥ d^z = 
02 -^ b^x + C2y + diz = 
(H + b^x + c^y + d^z == 

u. s. w. bestimmt, welche ausdrttcken, dass der Punct (cr, y, z) 
auf der zweiten, dritten, vierten, aber nicht auf der ersten 
Ebene liegt, u. s. w. Dann ist 
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X 
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h 
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d 
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X2 
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C2 (?2 
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a?3 


yz 


^3 


fl3 
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Cz d^ 













P: 
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b C 


d 




p b 


c 


d 










a, 

»2 


bi c, 

^2 ^2 


dt 
d2 


« 


by 
62 < 


?2 


d, 

rf2 










«j 


^3 


Cz 


dz 







h 


^ 


dz 







R 



pa 



P\cci = i?2a2 



i?3«3. 
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folglich 

1 X y z 

i?3 



PPlP2P^ 





1 


X 


y 


R^ 


1 
1 


Xi 
X2 


yi 


aaicrjaa' 


y2 




1 


a?3 


y3 



2^1 



« dj ffa «f3 



und das aesuchte 6fache Tetraedervolum (6) = ?L^}!^^^^ mer- 

CfCltiff2ff3 

aus lassen sich mit Httlfe der Hdhen des Tetraeders seine FlUchen 
berechnen. 

Wenn die Determinante der Coefficienlen versehwindet, 
ohne dass zwei Zeilen proportionale Elemente enthalten, so 
gehen die 4 Ebenen durch einen endlich fernen Punet. 



§. 16. Producte von Strecken, Dreiecken, Tetraedern. 

I. Durch A, Ai, ^2> • • ^^^ ^> A? .-^2> •• werden 2 Systeme 
von Puncten, und durch c^ das Product von 2 Strecken AA^, 
BBjg der Geraden r, q mit dem Cosinus des Winkels dieser 
Geraden bezeichnet. Urn das Product c^j^ zu berechnen, be- 
stimme man willkttrlich die positiven Richtungen der Geraden 
r, Q und demgemass die Werthe und Zeicheix der Strecfcen und 
des Cosinus. Wenn als positive Richtung einer Geraden die 
entgegengesetzte angcnommen wird, so wechseln eine Strecke 
und der Cosinus das Zeichen. Also erhalt bei jeder Wahl das 
Product c^ dasselbe Zeichen. 

Sind die Puncte A, A^^ /?, Bj^ durch ihre orthogonalen 
Coordinaten 

a b c a p y 

a^i Vi ^i h nk ?k 

in Rezug auf die Axen a:, y, z gegeben, bei denen ^iwxyz = 1, 
so findet man durch orthogonale Projection der Strecke AA^ und 
ihrer Coordinaten x^ — a, . . auf die Gerade q 

AAi^osTQ = {xi—a) iio^xQ + {Vi—h) cosy() + {zi—c) co^zq 

folglich 

(I) AAi.BBj,cosr(^ «= (^i- a )( fo- «) + (yi— &)('?*-/?) + (^i-c)Kfc-y) 

45* 



228 §. 46, \. 

(II) cosr(> = cosxr cosxq + cosyr cosy() + cos^^r cos2r() 
Nun ist identisch 

u. s. w., folglich*) 

(III) 2AAi . BBfc cosr(» « u4 Bk^ + ^^j^a _ aB^ -^ A^Bt? 

1 1 

1 AB^ ABy? 
1 ^,^ AiB^S^ 



2. Nach §. 6, 1 hat man nun 



a?i — a yi — & z^ — c 
xi—a y2 — * 2^2 — <J 



f2— « ^2—/? S2— y 



Daher ist die Determinante -^+^^^022 .. null, wenn sie 4ten 
oder hehem Grades ist. Indem man c^^ durch cos^jj. ersetzt, 
wenn die Strecken Einheiten sind, erhalt man die trigonometri- 
schen Gleichungen 



^ + CliC22<^3<?44 = 



J^i COS 11 COS 22 COS 33 COS 44 = 



fttr beliebige 2mal 5 Puncte und 2mal 4 Gerade. • 

Nach dem Zusammenfallen des zweiten Systems mit dem 
ersten ist c^j^ = cj^^ und man findet aus der ersten Gleichung 
den Zusammenhang unter den Strecken, welche 5 Puncte ver- 
binden (vergL unten 12), wahrend die andre Gleichung der 
analytischen Geometrie folgende Ausdrtlcke liefert: 



(I) 



(11) 
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cosicr 


cosyr 


cos2;r 


cosicr 
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cosxy 


cosxz 


cosyr 


cosiry 


1 


cosyz 


cos;»r 


cosxz 


cosyz 
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cosrg 


COSXQ 


cosyQ 


COSZQ 


cosxr 


1 


cosxy 


COSXZ 


cosyr 


cosa?y 


1 


cosyz 


cos;2fr 


cosxz 


cosy^f 


1 



*) Vergl. Carnot G6om. de pos. 354. M6m. surla relation etc. 27. 
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Die Gleichung (I) enth^lt den Zusammenhang unter den von 4 Ge- 
raden (Ebenen) gebildeten Winkeln, unter den Seiten und Dia- 
gonalen eines spharischen Vierecfcs, onter den FlSchenwinkeln 
eines Telraeders (Carnot Geom. de pos. 350). Wenn insbeson- 
dere a?, y, z^ r die Riehtungen der Kanten OA, OB, 00 und des 
Diameter OD der dem Tetraeder OABC umgeschriebenen Kugel 
bedeuten, wenn OA=saj 03 = 1, OC=^c, OD=sd, so hat 
man 



cosxr 
a 


cosyr 
b ^ 


cos^rr 
c 


1 
d 


d^ a 


b 


c 




a 1 


cosojy 


cosxz 




b cosxy 


1 


cosysr 




c cosxz 


cosy2; 


1 





«= 



zur Berechnung des Diameter der einera Tetraeder umgeschrie- 
benen Kugel aus den Elementen einer Ecke (Lagrange sur les pyr. 
21. Legendre el6m. de g6om. Note V). 

Die Gleichung (II) dient zur Bestimmung des Winkels von 
zvvrei Geraden durch die Winkel/ welche dieselben mit den coor- 
dinirten Axen bilden. Magnus anal. Geom. des Raumes §. 9 (7). 
Vergl. den Aufsatz des Verf. in Grelle J. 46 p. 145. 

Wenn alle Puncte auf der Ebene xy liegen, und alle Geraden 
mit dieser Ebene parallel sind, so hat man 



:& + Oil <Ji2 C33 « 



^+ COS 11 cos 22 COS33 
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cosa:r 


cos yr 




COSTQ 


COSXQ 


cosy^ 


cosa?r 


1 


cosicy 
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cosxr 


1 


cosa?y 


cosyr 


cosary 


1 




cosyr 


cosary 


1 



3. Ferner hat man mit Rttcksicht auf §. 15, 4 und 6 
iS+CiiC22C33 « ^^AA^A2A^,BB^B2B^ 
^+ cos 11 cos 22 cos 33 — smriT^TzsmQiQ^Qz 
ftlr beliebige 2mal 4 Puncte und 2mal 3 Grade*). 



*) Diese beiden Satze hat Staudt ^842 gegeben Crelle J. 24 p.^ass. 
Der zweite Satz, der in dem besondern Fall sinrir2r3 = \ friiher bei 
Gauss vorkommt (Disq. gener. circa superficies 2, VI), ist von Caucht 
reproducirt worden Exerc. d'Anal. 4 p. 41. 



S30 



§. 16, 3. 



Nach dem Zusammenfallen der beiden Tetraeder ist c^ = c^^ 
und man erhalt fttr 36 ^^j ^^2^3^ die von Lagrange sur les pyr. 15 
gegebene und yon Legendre ^16m. de g6om. Note Y reproducirte 
Formel. 



Es ist t. B. 










cosff 


cosfg' 


cosfh' 






cosgf 


cosgg' 


cosgh' 


= s\n fgh sin fg'h' 




coshf 


coshg' 


coshh' 
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cos fg 


cos fh 






cos fg 


1 


cosgh 


= s\n^ fgh (§.15,3; 




cos fh 


cosgh 


1 




bei ^xnxyz = 


: \ 








cosxf 


cosxg 


cosxh 






cosyf 


cosyg 


cosyh 


= sinfgh (§. 15, 4) 




coszf 


cos zg 


coszh 





Wenn alle Puncte auf der Ebene xy Hegen und alle Geraden 
niit' dieser Ebene parallel sind, so bleibt 



^11 ^12 
C21 C22 



AAA^A2.BBiB2 



sin^ir2Sinpi(>2 



fttr 2 Dreiecke einer Ebene und 

cos It COS 12 
COS21 COS22 

fttr 2 Paare von Geraden, die mit einer Ebene parallel sind. Zu- 
folge dieser Gleiehung ist bei 3 beliebigen Winkeln X, f^i^ v einer 
Ebene 

cos(A — fji) COS »' — cos(A — v) cos/4 = sinA sin {/jI — v) 

insbesondere 

cosxf cosxg I 

= s'xnfg 
cosyf cosyg | 

unter der Voraussetzung sin^cy = 1. 

4. Bei der Entwickelung der Determinante 2ten Grades 
-^ ±^11^22 ^^ {§• l^j 1 ^^^ *) 



\ X2 - a y2 — h 



=8 2AAxA2Coszn 






1BB^B2C0SZV 
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indem durch n und v die positiven Normalen der Ebenen AAi A^ 
und BB^B<^ bezeichnet werden. Nun isl (1) 

cos a: n cos a: V + cosyncosyv + coszn coszv =^ cosnv 
folglich*) 

^ + CliC22 "*= 4^-4,^2 . BB1B2 COS«V 

Und wenn die von A und B anfangenden Strecken Einheiten der 
Geraden/, ^,/', g\ und n, n' die positiven Normalen der Slel- 
lungen fg^^fg sind, so ist %AA^ A^ = sin/^, u. s. w., folglich**) 
co^ ff cos fg' 



cosgf cos gg' 



«ss sinf g sin fg' cos nn' 



5. Das ifache Product der Dreiecke ^-4^ ^2? ^^1 ^2 ^^^ ^®™ 
Cosinus des Winkels ihrer Ebenen ist ebensowenig zweideutig als 
die daftlr gegebene Determinante. Nacb beliebiger Annahme der 
positiven Richtungen ihrer Normalen und nach ttbereinstimmender 
Annahme des positiven Sinnes jeder Ebene d. h. des Sinnes der 
Drehung, durch welche positive Winkel und Flachen beschri^ben 
werden, sind dieZeichen der Dreiecke und des Winkels bestimmt, 
welchen die eine Ebene beschreiben muss, bis dass ihre positive 
Normale mit der positiven Normale der andern Ebene zusammen- 
fallt. Wenn als die positive Richtung einer Normale die ent- 
gegengesetzte angenoramen wird, so wechseln zwei Factoren des 
obigen Products das Zeichen, niimlich ein Dreieck und der 
Cosinus des Flachenwinkels , weil der Winkel um 180^ sich 
andert; also bleibt das Product unverandert. 

Das 4fache Product der Dreiecke AA^A^j BB^B^ mit dem 
Cosinus des FlUchenwinkels ist 4 AA^ A^ . NN^ N^ , wenn man 
durch NN^ N^ die Projection von BB^ B^ auf die Ebene AA^ A.^ 
bezeichnet. Die aus den Paaren AA^^ AA^ und NN^^ NN^ ge- 
bildete Determinante -^+.0^1^22 ist von der aus den Paaren AA^^ 
AA2 und BB^ , BB^ gebildeten nicht verschieden, weil NN^ und 
BB^ durch dieselben Ebenen auf ^^, projicirt werden, u. s. w. 
(Staudt) . 

*) Staudt a. a. 0. 

**) Gauss und Staudt a. a. 0. Dieser Satz, welchen Gauss durch 
sph&rische Trigonometrie begriindet hatte, kann auch als Grundlage der 
sphdrtschen Trigonometrie benutzt werden. 
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cosaf 


cos ag 


cos ah 




cosbf 


cosbg 


cosbh 


= s'lnabc s'mfgh 


coscf 


cos eg 


cosch 




cosaf 
cosbf 


cos ag 
cosbg 


= sin 


ab sinfg cosaVfg 



Die Determin.anten 

I cosaf cos 

cosbf cos 

I coscf cos 

cosaf CO 
cosbf coi 

haben zufolge der angegebenen Werihe die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass sie unverandert bleiben, jene, wSLhrend die ge- 
genseitige Lage der Raumwinkel abc,fgh beliebig verandert wird, 
diese, wahrend bei unyeranderler GrOsse des Flaehenwinkels 
abyg die gegenseilige Lage der Winkel ah, fg beliebig verandert 
wird (Gauchy). 

6. Wenn man die A^juncte des Elements c^j^ in der Determi- 
nante -S'+^c^^ c^^c^^ durch y^j^ bezeiehnet, so hat man nach §. 7, \ 

Die Elemente y^ , . . sind Flachenproducte von der in (4) betrach- 
teten Art, namlich 

Yn === ^±^22^33 «= AAA2A2 . BB2B2 COSti 
yi2 -* ^±<^i3^31 = 4^^2^3.-5-53-^1 COS, 2 

u. s. w., wo 008,1, coSj2, . . ^^® Cosinus der von den Ebenen 
der Flachen -4^-43 und BB^B^y AA^A^ und BB^B^, . . gebil- 
deten Flachenwinkel bedeuten. 

Wenn das zweite Tetraeder mit dem ersten zusammenfallt, 
und wenn die Flachen 2 ^^2 -^3 ? 21 -^^s -^i > 2 A Ay A^ die Werthe 
f\ifii /a baben, so findet man 



(6^^,^243)*«AV2^/3' 



(6^^1.^2-43)2 «= A/2/3 sin 123*) 

wobei sini23 den Sinus derEcke (§.15,3) bedeutet, deren Kanten 
die positiven Normalen der Ebenen AAc^A^yAA.^A^y A Ay A^ sind, 



1 


COS, 2 


COS, 3 


COS12 


1 


COS 23 


COS, 3 


COS 23 


1 



*) Diese Gleichung ist von La&rai4ge's Gleichung (sur les pyr. 47) nicht 
wesentlich verschieden. Vergl. Brbtschnetdbr Geometric 677 und des Verf. 
Elem. d. Math. Trigonometrie §. 6, 46. 
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und welche der von den Geraden AA^^ AA^^ AA^ gebildelen Ecke 
des Tetraeders so zugeordnet isl, dass die Kugelschnitte der bei- 
den Ecken Polarfiguren sind. 

7. Das Product der Summen der Sinus von Ecken oder 
Winkeln zweier Systeme wird nach §. 6, 1 abgeleilet aus 



1 cosa;a 
1 cosa?& 



cosya 
cosyh 



coaza 
coszb 



I — 'cosxa — cosya — cosza 
1 — cosxb' — cosyb' — coszb' 



1 — cosaa' 1 — cosaft' 
1 — cosfta' 1 — cos&ft' 



2 sin^jaa' 2sin2Ja&' 
2sin2J&a' 2 sin2j66' 



Wenn jedes System 5 und mehr Gerade hat, so ist die resul- 
tirende Determinante null. Z. B. 

S ±sm^iaa sin^ibb' sin^icc' sin^idd' sm^ee' «= 
Fttr 2mal 4 Gerade findet man (3) 

(sin bed -h s'lncad -h sinabd—sinabc) (sin b'cdL •\- sin cad!-\- sin ab'd' — sin ab'df) 
= 16 2;+sin24aa'sin2j&6'sin2jcc'sinajrfd' *) 

Bei 2mal 3 Geraden ist 

1 



1 — cosaa' 1 — cosa6' . 
1 — cosfta' 1 — cosftft' . 



1 1 

1 1 — cos«o' . 

1 1 — cosfta' , 



1 —1 

1 — cosaa' . 

1 — cosfta' . 



und nach Weglassung der Glieder 



cosxa . . 


— cosa?a . . 




— cosaa 


cosicft . . 


— cosar&' . . 


« 


— cos&a' 


cosa?c . . 


— cosa?c' . . 




— cosca' 



bleibt ttbrig 

{\xy)(,\xyy + {\xz){\xzy + {,\yz)(^\yzy 

1 1 1 

1 — cosaa' — cosa&' -^ cosac' 
1 — cos&a' — cosftft' — cosJc' 
1 — cosca' — cosc6' — coscc' 



. *) Ein entsprechender polyedrometrischer Satz ist von Joachimsthal 
Crelle J. 40 p. 42 ohne genauere Angabe der Zeichen aufgestellt und bewiesen 
worden. 
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1 1 .1 

1 sin^^aa' sin2j«fe' sin^jac' 
"~ 1 sin2J6a' sm^bb' sm^bc' 

1 sin2Jca' sina^cft' sinSJcc' 

Wenn insbesondere a, 6, c und a\ b\ c auf je einerEbene liegen, 
deren positive Normalen n und n sind, so wird die linke Seile (4) 

(sinJc + sinca + sina6)(sin&'c' + sinc'a' + sina'6') cosnn' 

Ftlr 2mal 3 Gerade einer Ebene (indet man unmitlelbar 

(sin&c + sinca + sina6)(siYi&'c' + sinc'a' + sina'ft') 

8. Wenn man durch «, 6, c die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien OA^ OB^ OC eines Kreises liegen, durch r die 
Lange eines Radius und durch /, g, h die Quadrate der Seilen 
BC^ CAj AB des eingeschriebenen Dreiecks ABC; wenn man 
beide Seiten der Gleichung (7) 



{s'mbc + sinca + sinab)^ = 8 



s'ln^lab stn^Jac 

sin2ja& sin^iftc 

sin2Jac s'xn^ibc 



mil 8r<^ multiplicirt und bemerkt, dass 

r^s'mab = 20 AB Ar^s'm^lab -= /» 

u. s. w., so erhall man die alibekannie Gleichung 

h g 

{Ar.ABCy^ 




f 



f - fgh 





Wenn man durch a, b, c, d die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien OA, OB, OC, OD einer Kugel liegen, durch 
r die Lange eines Radius, durch /, g, h die Quadrate der Kanten 
BC, CA, AB, durch/', g\ A' die Quadrate der gegentlb.erliegen- 
den Kanten AD, BD, CD des jener Kugel eingeschriebenen 
Tetraeders ABCD; wenn man beide Seiten der Gleichung (7) 

{s'mbcd + sincad + sinabd — slnabc)^ 

sin^iab sin^jac sin^Jarf 

s'm^lab s'm^^bc sin^^bd 

= - 16 * 

sin^jac sin^^bc smiled 

s'ln^ iad s\n^\bd s'm^ {cd 
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mil 16 r® muliiplicirt und erwUgt, dass 

r^sinabd = eOABD 4 r2 sin 2} aft «= h 

u. s. w., SO erhalt man 



(24r.^J?CD)2 



zur Berechnung des Radius der dem Tetraeder umgeschriebenen 
Kugel aus den Kanten und dem Volum*). Die rechte Seite be- 
deutet das 16fache Quadrat derFlache des Dreiecks, dessenSeiten 
VTf'j V~99\ V~hh% siiid. Vergl. §. 5, 6. 






h 


9 r 


h 





f 9 


9 


f 


W 


r 


9' 


h' 



9. Der Abst^nd der Geraden r^, welche den Punct N enl- 
halt, von der Geraden r^ , welche den Punct M enthUlt, wird durch 
den Abstand d des Punctes iV von der Ebene MM^Nj^ angegeben, 
wenn MM^, ^^^k "*^^ ^i^ ^h pa^'al^el sind. Das 6fache Tetraeder 
MM^Nj^N wird nun sowohl durch d . MM^.MNj^ sin r^r^j. als 
auch durch MN , AfM^ . AfNj^smrr^rj^ ausgedrttckt, wobei r die 
Gerade bedeutet, auf der MN liegt. Daher hat man (3) 

d sin rirjc =— MN sin fr^ffc 



d sin r,rfc sin xifz = 



MN cos xr cosa:r,- conxrj^ 
MNcosyr cosyr,- cosyr^ 
MN cos zr coszTi cos zr^ 



Unter der Voraussetzungsina;y2 = 1 bezeichne man d sin r^rj^ 
durch /liig, und cosarr^-, cos yr^, cos zr^ durch a^, h^^ c^, 
Dann ist 



Xk — Xi Oi flffc Ot «fc «fc Ojk «t 

^•k = \yk— Vi *i *fe "° *» *fc ^fc ■*■ ** *»■ 

I 2'jfc 2?i /I, Cfc I 1 Ci Ck Zk\ I <Jfc Ci 



Xi 

Vi 



*) In diese Form ist die von Jungius (Biographic von Guhrauer ^850 
p. 297) und neuerlich von Carnot (M6m. sur la relation . . 42) gefundenc 
Relation durch Joachimsthal I. c. (27) gebracht worden. Eine geometrische 
Ableitung derselben hat Staudt Crelle J. 57 p. 88 gegeben. 
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mithin h^j^ = %,-, h^i = 0, a,-a,- + l^^i + c^y^ = 0. Hieraus folgt 
nach §. 3, 7*) 

^11 «i h <?i «! ft yi 



*17 «7 *7 <^ «7 A y7 

und nach §. 6, 1 

■^ JL "^I 1 ^22 • • '^^ 



= 



«i *i <?j «! A yi 


«! . 


. a, . . 


«2 ^2 <^2 0^2 ft y2 


a2 . 


. a2 . . 



^±^11 



■^i^ll • • ^66 = — 



^7 =^ 



«6 



tte 



10. Wenn man 4 Gerade des Raumes durch a, 6, c*, ^, und 
Ebenen, die mit den Paaren ad^ bd, cd, be, ca, ab parallel sind, 
der Reihe nach durch a, /?, y, a^, /Jj, y^ bezeichnet, so folgt aus 
den Gleichungen (4) 

sinab sined cosyyi = cos a c cos 6 c? — cosdccosad 
sinbc sinadcosaai = cosfta cosed — coscacos6<? 
sinca s'lnbd cos^ft =* coscft cosa<? — cosafe cosed 



durch Addition 



(I) 



sin ab sine d cosy y I + sin 6 c sin ad cos a «! 
+ sin c a sin 6 d cos /9ft —0 



weil cos 6 a = cos a 6 u. s. w. Man bestimmt willktlrlich ftlr jede 
Ebene die positive Normale und den positiven Sinn u. s. w. Die- 
selbe Gleichung gilt ftlr 4 Ebenen a, 6, c, d, indem man die 
Geraden ad . . durch a, .. bezeichnet**). In diesem Falle be- 
stimmt man willktlrlich die positiven Richtungen der Geraden, 
und demgemass durch Drehungen von einerlei Sinn die Flachen- 
winkel, deren Kanten die Geraden sind. 



*) Brioschi GreUe J. 50 p. 236. 
**) JoACHiMSTHAL CrcUc J. 40 p. 45. 
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Die entsprechende Gleichung fllr. 4 Puncte A^ B, C, D ist*) 

(II) AB.CDcosyyi + ^C.^Dcosaai + CA.BDcosppi — 

wenn durch or, /?, y, a^ , |3j , y^ die Geraden bezeiehnet werden, 
auf denen AD, BD, CD, BC, CA, AB liegen. Man hat namlich 
durch Projection 

-45 cosy yi = -4 D cos ay + DB cos^y 
BC cosaai == BD cosfia + DC cosya 
CA cosPfii =-« ^B cosyfi + DA cosafi 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit CD, AD, BD 
multiplicirt und summirt, erhalt man die angegebene Relation, 
weil AD = — DA, u. s. \v. 

Um den Zusammenhang der Gleichungen (I) und (11) zu er- 
kennen, bezeichne man die Ebenen, auf welchen die Flachen des 
Tetraeders ABC, ACD, CBD, BADMegen, der Reihe nach durch 
d, h, a, c, und die Geraden, auf denen die Kanten AB, BC, . . 
liegen, durch cd, ad, . . . Dann ist auch dem Zeichen nach 
(§. 15, 3) 

^ABCD.CA « AB.AC.CA.ADsincd'bdsmbd'bcsmdb 
-. AABC.ACDsinbd 

und durch Vertauschung 

QBADCBD -= ABAD.BDCsinca 

Nun ist BADC = ABCD, BDC = CBD, also erhalt man 
durch Multiplication, wenn man das Pi'oduct der Flachen des 
Tetraeders durch p bezeiehnet, 

9ABCD^.CA.BD — Apsmcasinbd 

und daher**) 

9ABCD^ sincasinbd sin ab sine d sinbcsinad 



(III) 



4i> CA,BD AB.CD BC,AD 



Es kann also von den Gleichungen (I) und (II) eine aus der 
andern abgeleitet werden. 



*) Carnot m^m. sur la relation qui existe etc. 27. 
♦*) Bretschnbider Geometrie §. 677. 
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11. Wenn bei den obigen Yoraussetzungen (1) der Null- 

punct der orthogonalen Goordinalen durch O, die Quadrai- 

Distanzen A^Bj^'^, ^^t^j ^^k^ durch d^j^, r,-, qj^ bezeichnet 
werden, so ist 

= *•» + (>* — 2ar,-^k — 2yi»?k — 22:^^^ 

componirt aus r,., 1, rr^-, y<, <2^ und 1, ^;j.j — ^f^, — 2j;;t, 
— 2lt;j., und nach §. 6, 1 



S±dQQdn . . 



^u 1 ^0 yu ^11 
n 1 ^1 2^1 ^1 



1 ()o — 2fo —2^0 — 2£o 
I Pi -2gi -2i7i -2Si 



folglich 

^ ± ^0 . . ^.5 -- 

= -4(rla:y)(()l|i7)-4(rly2r)(pl,7?)-4(rl2ra:)((>l£c) 
-8(ra:y;^)(l 1 17 ?) - 8 (1 a? y ^)((» | iy 5) 

wobei 

^0 I ^0 ^0 ^0 

n 1 ^i y\ ^1 



(y 1 a?y2:) 



u. s. w. geselzt ist. 

Wenn man 2 R6ihen jedes Systems die eine durch r^, die 
andre durch q^ dividirt hat, so erhalt man bei unendiich grossen 

d{iTi 



= 1 



— = I 



^n J*!! Til *'o 



'0 
(>0 



Co 






= -^ = 



Co Co 

und daher die einfacheren Gleichungen' 



(0 



1 

1 du 

1 ^1 



1 
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.1 

1 rf,, 

1 ^41 



Oil) 



wobei 



1 

1 d,, 



I 

^14 



1 



= 8 



1 xy yi z^ 
1 x^ y4 z^ 



1 li nx St 



1 ^4 »74 ?4 



1 <?3l . <^33 



= 288 .Ji ^2 -^3 ^\ . -Pi -^2 ^8 ^4 (^) 
-4(ly;.)(l^?) 

= — 4 ^1^2 -^3 • ^1-^2-^3 cos «V (4) 



(l^y) « 



1 ^1 2^1 

1 a?3 ^3 



u. s. w. 



Wenii die Piincte des zweiten Systepis der Reihe nach mil 
den Puncten des erslen Systems, f;^., iq^^ t^^ qj^^ mil X]^^ y^j,, zj^^ 
rj^ zusammenfallen, so ist d^y, = d^ und d^i = 0. 

12. Die Gleichung (I) ist unter der Voraussetzung , dass 
das zweite System mil dem ersten zusammenfallt [d^^ = d^^ , 
d^^ = 0), als Gleichung zwischen den Strecken, welche 5 Puncte 
des Raumes unter einander verbinden, von Cayley 1841 Gambr. 
math. J. 2 p. 268 in der obigen Gestalt und durch Mittel, welche 
von den oben angewandten nicht wesentlich verschieden sind, 
aufgestellt worden. Diese besondere Gleichung kommt in an- 
derer Gestalt bei Lagrange sur les pyr. 1 9 vor, und ist wieder- 
holt jedoch ohne tlbersichtliche Resultate von Garnot (G6om. de 
pos. 359; M6m. sur la relation qui existe etc. 58) bearbeitet 
worden. Vermdge derselben Gleichung ist z, B. d^^ durch die 
ttbrigen Strecken bestimmt, und zwar zweideutig, in Ueberein- 
stimmung mit der Construction, durch welche jene Strecke aus 
den ttbrigen geMnden wird. 

Die Gleichungen (II) und (HI) , welche Staudt a. a. 0. gegeben 
hat, sind in obige Gestalt durch Sylvester Philos. Mag. 1852, II 
p. 335 gebracht worden. Dieselben enthalten den von Jungius 
(Biographic von Guhrauer p. 297) und Euler Nov. Gomm. 
Petrop. 4 p. 158 gegebenen Ausdruck des Tetraedervolums durch 



240 



§. 16, 12. 



die Kanten, sowie den altbekannten Ausdruck der Dreiecksflache 
durch die Seiten a, b, c 



— 16^1^2^32 = 



1 


1 I 







C2 62 

a2 


= 


62 


aa 








a 


b 


c 


a 





c 


b 


h 


c 





a 


c 


b 


a 






Vergl. §. 3, 4 und §. 5, 6. Die Gleichung 



1 

^12 



1 1 



= 



<^14 <^24 ^4 

enthalt die Bedingung, unter der die Puncte A^, A2, A^, A^ auf 
einer Ebene liegen, und stimmt tlberein mit der Gleichung 
zwischen den Slrecken, welche diese Puncte unter einander 
verbinden (Jungius und Euler Acta Petrop. 6, I p. 3). 

Unter der Bedingung 



1 1 

di2 <^13 



= 



liegen die Puncte A^, A^^ A^ auf einer Geraden. Bei jeder Lage 
der 3 Puncte auf einer Geraden verschwindet ein Divisor dieser 
Determinante (§. 5, 6). 

13. Die aus den Elementen d^^ gebildeten Determinanten 
kOnnen aus den Determinanten abgeleitet werden, deren Ele- 
mente Producte von zwei Strecken AA^^ BB]^ mit dem Cosinus 
des Winkels ihrer Geraden sind. Wenn man AB'^^ ^■^i^t A^B^ 
durch ^00? ^^hi ^io bezeichnet, so ist (1, III) 
— 2ctTfc = dik — diQ — dQ]^-¥doo 
Daher wird die Determinante wten Grades 



(-2r 



Oil C12 
C2t C22 



I 

1 dii — diQ- 







I <^i — ^20 ^01 + ^00 ^22 — ^2( 
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nach Verbindung der ersten Golonne mit den tlbrigen Colonnen 



1 d^i — doo dQ2 — ^00 
1 dit—diQ dJi2-— <?io 

1 d2\ — ^20 ^22 — ^20 



1 

doo 1 
d2o 1 





dii — dto 

(?2i — ^20 



1 1 

1 dio du 



eine Determinante (m + 2) ten Grades. Ebenso wird die Determi- 
nante (7/1+ 1) ten Grades 



(-2r 






1 1 









. 1 


1 


1 
1 


q, Ci2 . 
C21 C22 . 


« 


1 
1 


-2^1, 

— 2C2i 


— 2c,2 

-2^22 


• 


• • 




• 


• 


• 









1 1 








^ 


1 

1 


^21 


dl2 . 

^22 . 







eine Determinante desselben Grades durch Verbindung der ersten 
Golonne mit den folgenden Colonnen und der ersten Zeile mit 
den folgenden Zeilen. 

Aus den bewiesenen Satzen folgt: das Product von zwei 
planen Polygon-Flachen mit dem Cosinus des Winkels q) ihrer 
Ebenen, sowie das Product von zwei Polyeder-Volumen ist eine 
ganze Function der Quadrate der Strecken, welche die Eck- 
puncte der einen Figur mit denen der andern verbinden (Staudt 
a. a. 0.). 

Die planen Polygene A^ -^2 ^3 -^4 • •> ^1 ^2 ^3 ^4 > • • ? baben 
die Fljlchen 

AiA2A^ + Ai A^A^ 4- . ., B^B^B^ + B^B^B^ + . . 
Daher ist A^A^j^A^A^ . . X -^i ^2^3 ^4 • • X ^^^^ 



= -4i^2-^3 • -^1^2-^3 cos^ + A^ A^A^ . B1B2B2 c,os<p + 
Baltser, Determ. 5. Aufl. /^q 
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111 

1 dii d\2 <^i3 

1 a21 ^22 ^23 

1 (^31 rfoo <?oo 



111 

1 »ii »i2 ^13 
1 <^3l <?32 <^33 



1 



*4I 



"42 



f« . 



Eine mehrseitige Pyramide liisst sich aus Tetraedera zu- 
sammenseizen, ein Polyeder aus Pyramiden, die einen Eckpunct 
des Polyeders zur gemeinschafllichen Spitze haben und deren 
Basen die FlSchen des Polyeders sind. Vergl. des Verf. Elem. 
d. Math. Stereometrie §. 8. Demnach kann das Product der 
Volume von zwei Polyedern als Summe von Producten aus 
jedesmal zwei Tetraedern, mithin als Summe von Determinant en 
5ten Grades der angegebenen Art dargestellt werden. 

14. Wenn die Punete A^^ A^i . . auf einer gegebenen Kugel 
um das Centrum B^ und die Punete fij , ^2 > • • ^^^ einer ge- 
gebenen Kugel um das Centrum 4 licgen, so ist 

AiB^ + ^Bfc2 — AB^ = p 

eine gegebene GrOsse, und 

dik = AiBj,^ ^ p- 2cik 

ein Ausdruck von 4 Gliedern, so dass man naeh §. 6, 1 

(I) S±d,,.,d,, = 

fmdet ftlr 2mal 5 Punete je einer Kugel. U. s. w. Auch kann 
man sich der Substitution 



— 2cik = dik — p 



bedienen und erhalt 



(-2r 



<^21 ^12 -I ^21 — P ^22 — P 



p p 

dn <'i2 

^21 ^22 



dii di2 

^21 <^22 



1 1 

1 dii di2 

1 «21 ^22 



§.16,14. 
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(") 



1 



1 
di* 



= 



(III) 






da: 






1 


. 1 


1 


^11 


. dn 


. 


. 


• • 


1 


d,t 


. d„ 



4- 8^ + Ci 1^22 ^38 



fttr 2mal 4 und 2inal 3 Puncte je einer Kugel. Also isl (11) 

und weiin bei zwei Dreiecken einer Ebene die Gentren der um- 
geschriebenen Kreise durch B und A bezeichnet werden, 

^ 1.^11- ^33 = P ' A.iA2A^ . Bi ^2-^3 

Wenn man durch S einen gemeinschaftliehen Punct der 
beiden Kugeln oder Kreise bezeichnet, so hat man 

p = ^5^2 + BS^ — AB^ == 2AS.BS cos«; 

wobei w den Winkel der Geraden AS, BS d. i. den Winkel 
der beiden Kugeln oder der beiden auf einer Ebene liegenden 
Kreise bedeutet. Man erkennt hieraus, dass die Delerminante 
-^ i ^11 • • ^44 » deren Elemente die Quadrate der Strecken sind, 
welche 4 Puncte mit 4 andern Puncten verbinden, dem Product 
der beiden Tetraedervolume proportional ist, und tlbrigens nur 
von der Grttsse und dem Abstand der umgeschriebenen Kugeln 
abhangt. Sie ist null, wenn die beiden Kugeln sich recht- 
winkelig schneiden, und insbesondere auch dann, wenn die 4 
Puncte des einen Systems auf einem Kreise liegen. 

Die Determinante -2+ ^n .. 0^44 ist die erste unter den 
Subdeterminanten 4t6n Grades, welche zu dem System der 25 
Elemente 

1 . . 1 

1 dn . , du 



1 



d. 



*) SiEBKCK Crelle J. 62 p. 151. 



16^ 
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gehOren. Die tlbrigen Subdeterminanten desselben Grades kOn- 
nen aus jener abgeleitet werden; man findet z. B. 

I di2 <^13 ^14 

.... « —288 A ^2 ^3 ^4 --5 -52-^3 ^J 

1 di2 <^43 <^44 

weil bei der Vereinigung des Puncles B^ mit dem Centrum B 
p = AB^-^BA^^ — AB^ = dn = ^21 = <^i = <?4i 

Beim Zusammenfallen der beiden Sysleme ist dj^ = d^j^ , 
dj-j- = 0, /? = 2^^!^, und man erhalt ausser der Gleichung 
zwischen den Strecken, welche 5 Puncle einer Kugel unter ein- 
ander verbinden (Gayley Gambr. math. .1. 2 p. 268), die oben (8) 
bewiesenen Gleichungen. 

15. Wenn die spharischen Dreiecke -4,-42^3, B^B^B^ auf 
einer Kugel liegen, deren Radius eine LUngeneinheit ist, und 
die Puncte ^4, B^^ im Gentrum dieser Kugel vereint sind, so ist 

^±dn . . <?44 + 288i> . A^A^A^O . B1B2B3O = (14) 

(^44 = 0, du = d2i = ^34= ^A\ = <^42 == (743 = 1 

und tlbrigens 

dik = 4sin2|^,.J9;t = 2— 2cos^».Bfc 
Nun ist 

1 

1 2 — 2 cos AiBj^ , 
1 2^2cosA2Bi . 
1 2 — 2cos^3-Bi , 

und 36 ^1^2 ^3^ . B^B.^B^O = sin 4, ^2 ^3 sin/J^^j^s G^) 

cosAiBi cosAiB^ cos-4, i^s 
cos -42-^1 cos ^2 -^2 cos -42^3 
cos A^Bi cosA^B2 covA^B^ 

folglich durch Addition*) 

2jp 1 1 1 

1 cos-4iJ9i co's^.i^i cos^, i^o 

1 cos ^2-^1 COS ^2 -^2 COS-42-B3 I 

1 COS^si^i COS^3i52 COS^lsi^s I 



2 + dii ..^44 = 



= 4 



1 

1 cos-4, i5i 

1 cos ^2^1 

1 cos A^ Bi 



*) SiEBKCK a. a. 0. 
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Um die Grdsse p spharisch auszudrttcken, braucht man die 
spharischen Centren P und Q der Kreise A^A^A^ und B^B^^B^. 
Die Geraden OP, OQ enthalten die Centren B^ A der Kugeln 
^1-^2-^3^? B^B^B^O und sind Diameter, also ist cosPQ der 
Cosinus des von den Geraden AO^ BO gebildetenWinkels, mithin 

p =« tAO.BOQo^PQ, 2p = OP.OQcosPQ 

Nun ist OP cos P.4i = OA^ = 1, OacosQ^j = OB^ = i, 
folglich 

^ cosPQ 

^ cosPj£[cosQBi 

Wenn die Kreise ^^^-^j-^g und B^B^B^ in R sich schneiden, so 
hat man 

cosPC = cosPJJ'cosiJC + sinPJJsinJJCcosOJJP 
2^ = 1 + tang Pi? tangPC cosCJJP 

Bei rechtwinkelig sich schneidenden Kreisen ist 2/? = 1. 

Weitere Untersuchungen auf diesem durch Cayley und 
JoAGHiMSTHAL eroffneteu Gebiet haben Kronecker Crelle J. 72 
p. 452, Baler Mttnchener Acad. 1873 p. 345, Darboux Ann. de 
r^c. normale 4872 p. 323, Frobenius Crelle J. 79 p. 485 gegeben. 



§. 17. Polygonometrische iind polyedrometrische Relationen. 

1. Wenn die Seiten AB^ BC, . . , MN, NA eines beliebigen 
Polygons nach willktlrlicher Festsetzung der positiven Richtungen 
der Geraden, auf denen sie liegen, die Werthe a^, ^2, .., a^ 
haben, und cos-,,- den Cosinus des Winkels bedeutet, welchen 
die Gerade der tten Seite mit einer beliebigen Geraden bildet, 
so ist*) 

«! COSp, + a^ C0Sp2 + . ■ + »n COS|,t, «= 

Sind namlich-4j , P^, . . die orthogonalen Projeclionen von^, P, . . 
auf eine beliebige Gerade, so hat man 

^,P, + Pi Ci + . . + Jfi N^ + 2^^ ^1 = 



*) Lexell Nov. Comm. Petrop. 4 9 p. 187. L'Huilier polygonometrie 
p, 20. Carnot g6om. de pos. 254. 
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unler der Voraussetzung, dassil^i^j = — -^i^i, u. s. w. Nun 
ist allgemein A^B^ == AB oos^^, wie auch die Richtung der 
positiven Strecken auf den Geraden, deren Strecken AB und 
A^B^ sind, angenommen werde, well bei Vertauschxing einer 
Richtung mit der entgegengesetzlen zwei der GrOssen A^B^ , AB, 
eos*,j das Zeichen wechseln. Durch Substitution der Werlhe 
von A^B^, ^\^\i • • fiiidet man die angegebene Fundaniental- 
gleichung der Polygonometrie. 

Wenn umgekehrt a, , «2 ? • • > ^n Strecken von gegebener 
Richtung und Grdsse sind, und cos^^- den Gosinus des Winkels 
bedeutet, welchen die Gerade, auf vvelcher die ite Strecke liegt, 
mit einer beliebigen Geraden bildet, und die Summe 

S = a^ cos pi + 02 C0Sp2 + . . + <*HCOSp„ 

verschwindet , wie auch die willkttrliche Gerade angenommen 
werde, so erhalt man ein geschlossenes Polygon, wenn man nach 
willkttrlicher Anordnung der Strecken, ohne deren Richtungen 
zu verandern, mit dem Ende der erslen den Anfang der zwei- 
ten, mit dem Ende der zweiten den Anfang der drillen u. s. f. 
vereint. Gesetzt, das Ende der letzten Strecke fiele mit dem 
Anfang der ersten nicht zusammen, so wtlrde die Summe S 
im AUgemeinen nicht verschwinden , was der Voraussetzung 
widerstreitet. 

2. Dei' Inhalt eines planen Dreiecks ist unzweideutig be- 
stimmt, wenn nicht nur der Sinn, in welchem sein Perimeter 
zu durchlaufen ist, sondern auch die positive Richtung der Nor- 
malen seiner Ebene nebst dem positiven Sinn der Ebene ge- 
geben ist. Der Beurtheiler stelle sich so auf die Ebene, dass 
ihm die positive Richtung der Normalen aufwSrts gehend er- 
scheint; je nachdem nun die durch die Ordnung der Eckpuncte 
gegebene Drehung mit der Drehung, durch welche positive Winkel 
und Flachen beschrieben werden, einerlei Sinnes ist oder nicht, 
wird der Inhalt als positiv oder negativ bezeichnet. In gleicher 
Weise ist zur unzweideutigen Bestimmung des Inhalts jedes 
planen Polygons der Sinn seines Perimeters' erf orderlich. 

Bei einer Flache eines gegebenen Polyeders kann der Sinn 
ihres Perimeters willktlrlich bestimmt werden. Bei jeder mit 
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dieser Flache durch eine gemeinschaflliche Kanle MN verbijin- 
denen Flache des Polyeders wird der Sinn des Perimeters so 
angenommen , dass die vereinigten Theile der. beiden Perimeter 
einander entgegengesetzt sind, also der eine durch MN^ der 
andre durch iVJf ausgedrttckt wird*). Wenn z. B. eine Flache 
des Tetraeders ABCD durch ABC ausgedrttckt wird, so sind 
die tlbrigen Flachen durch CBD, BAD, A CD auszudrtlcken. 
1st ABCD eine Flache eines Hexaeders, so sind DCC'D\ CBB'C', 
BAA'B', ADD'A\ D'C'B'A' die ttbrigen Flachen. U. s. \\. 

Wenn nun die in der angegebenen Weise ausgedrtlckten 
Flachen eines Polyeders nach willkttrlicher Festselzung der posi- 
tif en Richtung der Normalen und des positiven Sinnes einer je- 
den Ebene die Werlhe «!, »2> • m ^n baben, und wenn durch 
cos^j- der Cosiiius des Winkels bezeichnet wird, welchen die 
Ebene der /ten FUlche mit einer beliebig hinzugefttgten Ebene 
bildet, so ist**) 

Beweis. Man bezeichne die Normalprojectionen der Eck- 
puncte A, B, C, . . auf die beliebig angenommene Ebene durch 
^1 , B^, Cj , ... Die Summe — der Projectionen der Polyeder- 
flachen besteht aus der Summe alter Dreiecke, welche einen 
beliebigen Punct O der Projectionsebene zur gemeinschaftlichen 
Spitze haben, und deren Basen die Seiten der durch Projection 
der Polyederilachen entstandenen Polygene sind. Die Summe 
dieser Dreiecke enthalt aber zu jedem Dreieck OJ/jiV, auch 
das entgegengesetzte ON^ M^., folglich verschwindet sie und mit 
ihr die Summe 2. Nun ist die Projection der tten Flache 

F^GiHi .. =* FGH ..cospi 
also verschwindet die Summe «^ cos^, 4- of2 cos ^2 "*-••• 



*) Diese Ansicht ist von Mobius Statik g. 55 angedeutet, in den 
Leipziger Berichten 1865 p. 34 als ^Gesetz der Kanten« aufgestellt worden. 
Vergl. des Verf. Elem. d. Math. Stereom. §. 8, 46. 

*♦) L'HciLiKR theor^mes de polyedr. 4799 (M6m. pr6sent6s k I'lnst. 1. 
4805 p. 264). Carnot 1. c. Die Voraussetzungen, unter welchen die Glei- 
chung giiltig ist, werden in diesen Schriften nicht genau angegeben. 
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Znsatz. Gonstruirt man auf den Normalen der Flachen des 
Polyeders je eine Strecke Oi, «2? • • > '^n proportional den Werthen 
a^, cfj? • -7 ^n ^®^ Flachen, zu denen die Normalen geh(5ren, so 
ist zufolge der bewiesenen Gleichung auch 

wo nun unler cos^^- der Cosinus des Winkels verslanden werden 
kann, den die Gerade, auf der die Strecke a^ liegt, mit der 
Normale einer beliebigen Ebene, d. h. mit einer beliebigen Ge- 
raden bildet. Daher erhalt man (1) ein geschlossenes Polygon, 
wenn man, ohne die Richtungen der Strecken a^, Ajj • *? ^n ^^ 
verandern, mit dem Ende der ersten Strecke den Anfang der 
zweiten, dann mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten 
u. s. f. vereint. Es giebt also fttr jedes Polyeder ein zu- 
gehdriges Polygon, dessen Seiten und Winkel' den Flachen 
und Flachenwinkeln des Polyeders gleich sind, so dass jede 
polygonometrische Gleichung zwischen den Seiten und Winkeln 
des Polygons eine polyedrometrische Gleichung zwischen den 
Flachen und Flachenwinkeln des Polyeders ist. 

3. Indem man die beliebige Gerade (Ebene) der Reihe nach 
mit den einzelnen Geraden (Ebenen) der Polygonseiten (Polyeder- 
flachen) vereinigt, erhalt man das System von homogenen linearen 
Gleichungen (i) 

ai cos 11 + a2C0Si2 + . . + a^ cos in = 



Oy cos„i + a2 cos„2 + • . + «« cos^„ = 
worin cos^^ = 4, coSjj.^- = cos^^j. ist. Das System 

cos 11 . . COS 1,1 



hat die Eigenthtimlichkeit , dass alle seine Subdeterminanten 
4ten und hOhern Grades zufolge des §. 16, 2 bewiesenen Satzes 
null sind. Man kann also aus dem obigen System ftlr n = 3 
die Proportion der Seiten eines geradlinigen Dreiecks, fttr w = 4 
die Proportion der Seiten eines unebenen geradlinigen Vierecks 
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und der Flachen eines Tetraeders goniometrisch ausdrtlckcn. 
Dagegen bleibt die Proportion der Seiten eines andern Polygons 
und der Flachen eines Polyeders unbestimmt. 

Wenn die Seiten des Vierecks OPQR auf den Geraden 
a?, y, Zj r liegen, so hat man ai!sser der Gleichung 

OPcospx + PQ cospy + QB cospz + BO cospr = 

die 4 besondern Gleichungen, welche durch das Zusammenfallen 
von p mit x, y, z, r sich ergeben, 

OPcosara? + PQ cosa?y + QB cosxz + BO cosa?r = 

OP cos ya? + PQ cosyy + QB cosyz + BO cosyr = 

P cos zx + PQ cos zy -^ QB cos 2f2f + BO cos arr == 

OP cosra? + PQ cos ry + QB cos rar + i?0 cos rr = 

Aus diesem System folgt nach Multiplication mit OP^ PQ, QR, 
— EO durch Addition die Gleichung, welche eine Seite durch 
die tlbrigen Seiten und dercn Winkel bestimmt. Zufolge des- 
selben Systems verhalten sich OP, PQ, QR, RO zu einan- 
der, wie die Adjuncten einer Zeile des Systems der Coefficienten 

(§. 8, 2) 

cosa?a; cosa?y cosxz cosxr 

cos ya; cos yy cos yz cos yr 

cos^^a; cos zy cos zz coszr 

cosra? cos ry cos rz cos rr 

Nun ist (§. 16, 3) 

I cosajy cosxz cosxr 

cos yy cos yz cos yr 

I cos^y cos zz coszr 

u. s. w. Daher folgt*) 

OP : PQ : QB : BO = sin yzr : s'lnzxr : sinaryr : — s'mxyz 

und die Fundamentalgieichung der r^umlichen Goniomelrie 

sin y«r cospx + s'lnzxr cospy + sina?yr cospz = sinxyz cospr 



s'mxyz sinyzr 



*) Anderc Ausdriicke dieser Proportion enthalt der Aufsatz des Verf. 
Crelle J. 46 p. 150. Der gleichlautende tetraedrometrische Satz v6n den 
FlSchen eines Tetraeders ist bekannt. Vergl. oben §. 16, 6. 



250 



§. n, 4. 



4. Die Dislanzen einer Geraden von 3 Puncten derselben 
Ebene, so wie die Distanzon einer Ebene von i Puncten sind 
nicht unabhangig von einander, sondern durch eine Gleichung 
verbunden. Wenn von der Ebene, welehe die durch den NuU- 
punct gehende Gerade n in -^ normal schneidet, die gegebenen 
Puncte -4, i5, C, D (a^j, y^, z^] ^^iVi-i H\ • •) ^^® Distanzen if,, 
3/2, M^^ M^ haben, so findet man durch orthogonale Projection 
von NA, NBy . . auf n 

3f, = NO + Xi cosxn + ^j cosyn + Zi coszn 



M^ = NO + a?4 cosa;« + y^ cosyn + z^ coszn 

4 lineare Gleichungen ftlr NO, cosxt?, cos^n, cos^w. Nun sind 
cosa:n, cosyn, cos^n durch eine Gleichung verbunden (§. 16, 2), 
folglich auch J/j, M2, M^y M^. In der AuflOsung (§. 8, i) 

\ 1 Xi iji Zi I 1 ^1 yi ^x 

. . . . cosa?» = . 

I 1 ^4 yi 2;j I 1 ^4 ^4 2-4 

hat cosirn den Coefficienten ^ABCD : sin xyz (§. 15, 6). Das 
Element Af^ hat die Adjuncte 



1 y-i ^2 
1 ya ^3 

1 /^4 2^4 



2B'C'p' 



wenn B' C' D' die Projection von fiCD auf y^ durch Parallelen 
der X ist. Bezeichnet man durch A,, A2, /13, A4 die HOhen des 
Tetraeders, so ist (§. 15, 4) 

B'C'D' co%xx ^ BCD cosxhi 
sinysr cosa?a?' =» s'lnxyz 2BCD.hi = 6ABCD 

daher die gesuchle Adjuncte 



6ABCD 

s'lnxyz 



cos ar^i 



u. s. vv. Die ftlr cosayn sich ergebende Gleichung 

cosxn + - cosxhi + -=-^ cosiP/i2 + ir ^osxh^ + , ^osa:/*4 = 
»i /^2 ''a »4 

nebst den entsprechenden Gleichungen fUr cosyn, cos-sn giebl 
zu erkennen, dass die Strecken 1 der Richtung n, M^ : h^ der 
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llichlung Aj, J/^ • ^'2 ^^^* Richtung h^, u. s. \v. niit den Seiten 
eines Fttnfecks parallel und gleich sind (1). Die 2 analogen plani- 
melrisehen Gleichiuigen zeigeii an, dass die Strecken — 1 der 
Richtung n^ M^ : li^ der Richtung h^ , u. s. w. mit den Seiten 
eines Yierecks parallel und gleich sind. Denmach ist (3) 

die gesuchte Gleichung*). 

5. Die Beziehung zwischen 4 Puncten eines Kreises A^ B, 
C, D kann durch die Eigenschaften der Winkel, Strecken, Fla- 
chen, welche durch die betrachteten Puncte bestimmt sind, ange- 
geben werden. Nach dem in Euglides' Elemenlen enthaltenen 
Theorem ist die Winkeldifterenz ACB — ADB entweder oder 
180®, mithin allgemein*^) 

(I) 2{ACB — ADB) = 

wenn die genannten Puncte auf einem Kreise liegen und Winkel 
von gleichen Zeichen durch Drehungen von einerlei Sinn beschric- 
ben werden. Der Winkt^l ;i60^ ist gleichbedeulend mit 0. 
Nach dem Theorem des Ptolemaus (Almagest I, 9) ist ferner 

(11) Vi) + l^g + >^r « 

wenn die Producte aus den Quadraten der gegenttberliegenden 
Strecken, welche 4 Kreispunclc A, B, C, D verbinden, durch 
/?, q, r bezeichnet werden. Indem man die Norm des irrationalen 
Trinomium = setzt, findet man die rationale Gleichung zwi- 
schen den Quadraten der Strecken, welche durch die genannten 
Puncle bestimmt sind. Eine der letztern analoge Gleichung giebt 
es fttr die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncte einer Kugcl 
verbinden. 

Endlich kennt man Relationen zwischen 4 Puncten eines 
Kreises oder 5 Puncten einer Kugel und einem beliebigen andern 
Puncle, woven die lelzlere in einem Theorem Feuerbach*s (Unter- 



♦) Die planimetrische Gleichung ist von Salmon plane curves 1852 
p. .40, die stereometrische von Kronecker Crelie J. 72 p.* 161 auf andern 
Wegen entwickelt worden. 

**) MoBius Kreisverwandtscliaft §. 14. 
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suchung der dreieckigen Pyramide p. 15) enthalten ist, welches 
Cayley (Cambr. math. J. II p. 268) und Luchterhandt (Crelle 
J. 23 p. 375) reproducirt haben. Dieselben Relationen hat Mobius 
(Crelle J. 26 p. 26) aus barycentrischen Principien abgeleiiet. 
Gayley's Verfahren, das auf dem Gebrauch der Determinanten 
beruht, ist folgendes. 

Die Puncte A^ B, 0, D eines Kreises seien in Bezug auf ein 
System orthogonaler Axen, dessen Anfang Oist, durch die Goordi- 
naten x, y] ay^, y, ; arj, ^2? ^3? Vs g^g^ben. Man hat, wie bekannt, 

a?2 + y2 _ ^ ^. 2>aj •¥ cy 

^1^ + ^i^ = a + bxi + cyi 



^z^ + «/3^ = » + &^3 -h oyz 



folglich (§. 8, 2) 



(III) 



a:2 



X 

Xi 



y 



1 a^a ys 



^3^ + y,'' 

Die Entwickelung dieser Determinante nach den Elementen der 
ersten Golonne mit Rttcksicht auf §. 45, 5 giebt: 

OA-^, BCD — OB^.CDA-^OC^.DAB^OD^.ABC = 

Wenn man OP normal zur Kreisebene construirt und die Identilat 
(§. 15, 5) 

OP^{BCD—CDA-¥DAB — ABC) = 

zu der vorigen Gleichung addirt, so kommt 

(IV) PA^.BCD — PB^.CDA + PGKDAB — PD^.ABC = 

worin P irgend einen Punct des Raumes bedeutet. Insbesondere 
ist, wenn P mit D zusammenfSillt, 

DA^ . BCD •¥ DB'^ .CAD •¥ DC^ . ABD « 

In gleicher Weise seien die Puncte A, B, C, D, E ciner 
Kugel in Bezug auf ein System orthogonaler Axen durch die Goor- 
dinaten a:, y, z; u. s. w. gegeben. Aus den Gleichungen 

ic2 + y2 + ;2;2 ^ a •¥ bx •¥ cy •¥ dz 



x,^ 



Vi" 



H^ 



a + &a?4 + cy4 + dzi^ 



§. 47, 5. 
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folgl 



+ y2 + s2 1 



(V) 



i ^4^ + y*^ + ^4^ 1 a^4 y4 ^i 
Die Eniwickeluna; dieser Deterrainante s^iehi (§. 45, 6) 
(VI) 0^2 ,BCDE + 0^2 . CZ)J^^ + 0C2 . DJ^^^ 
•¥OD^.EABC-¥ OE^, ABCD = 

worin irgend einen Punct des Raumes bezeichnet. Nach den in 
§. 15, 7 angenommenen Bezeichnungen hat man 

fl . 0^ + fli . 0^2 + ^2 . OB^ + ^3 . 0C2 + ^4 . 07)2 = 

d. h. wenn /z^, jt/j? ."3? i^'4 die coordinirlen Goefficienten von E in 
Bezug auf die Pyramide ABCD sind, so ist fttr alle Puncle auf 
einer uni das Centrum E beschriebenen Kiigel /i^ . OA^ h- /f/2 . OB^ 
4-jt/3 . 00^4-^/4 . ^^^ constant (Feuerbach). Insbesondere ist 

AB^.CDEA + AC^.DEAB ■¥ AD^,EABC-¥ AE^. ABCD = 
fi.DEi -^ f4^.DAi-¥ fz^.DB^ -¥ fi^.DCP = 

Wenn man die Determinanlen (III) und (V) bezttglich mit 



1 a72 + y2 



2x —', 



i 1 a^s^ + ys^ — 2a?3 -^2y3 



-25f 



1 ^^4^ + yA^ + 2^42 



2rr4 



mulliplicirt, so findet man ^i^oo • • ^i 



33 



Jy4 -22:4 I 
und JS" + c^QQ 



6^44 



(§. 6, 4), wobei im erslen Falle 

(Zoo = «2 + y2 + a;2 + y2 _ 2a?2 — 2y2 =0 

<^oi = ira + ya + ^jS + ^^2 _ 2a?iPi — 2yy, = AB^ 

cZq2 = a?2 + y2 + a.22 + tfi^ — 2a?ir2 — 2yy2 ^ AC'2 

u. s. \v., im zweiten Falle 

cIqq = a?2 + y2 + 2;2 + a.2 + y2 +2,2 _ 2ir2 — 2y2 — 2^2 ^0 

cIqi = a:2 + y2 + 2:2 + a:i2 + y^2 + 2fi2 — 2a7iPi — 2yy, — 22^2^1 = AB'^ 

u. s. w. Daher ist die oben erwilhnte Gleichung zwischen den 
Streeken, welcbe 4 Puncte eines Kreises verbinden, folgende 

(Cayley) : 
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(VII) 






<^01 


<^02 


do» 


do. 





d,J 


dl3 


dat 


d.2 





^23 


d,)i 


dn 


<i23 






— 






doi 


d02 


«io3 


d04 


<^01 





rf,2 


d.3 


dl4 


rf02 


d,2 





d,s 


^24 


d„3 


dij 


^23 





^3. 


do. 


di4 


^24 


<%4 






worin t/^;^. das Quadrat der Strecke vom tlen bis zum Jkten Puncle 
bedeulet. 

Die analoge Gleicbung zwischen den Strecken, welche 5 
Puncte einer Kugel verbinden, lautet (Gayley) : 



(VIII) <7o2 d^2 ^28 d2x « 



Vergl. oben §. 16, 12 und 14. 

6. Die gefundenen Relationen (III) bis (VIII) gelten ftir 
Puncte einer Linie oder Fliiche 2ter Ordnung mit endlichen 
Hauptaxen, wenn man jede Strecke nach dem parallelen halben 
Diameter misst*). 

Beweis. Man bezeichne durch O den Anfang der mit den 
Hauptaxen parallelen Goordinalen, durch x^ — x, y^ — y ^ z^ — z 
und <, M, V die Normalprojectionen der Strecke AB und des mit 
AB parallel gezogenen halben Diameter MN der Flache auf die 
Hauptaxen derselben. Dann ist wegen der Aehnlichkeit der 
Figuren 

a?i — X \ yx — y : 2^1 — z \ AB = t \ u \ \> \ MN 
Nun sind «, m, v durch die Gleichung 

at^ + &m2 + ct?2 = 1 
verbunden, folglich 

a{xx — xY + &(f/i — f/)2 + C(2fi 



AB^ 

^ Mm 



*) Die Geltung der obigen Satze fur Ellipse und Ellipsoid hat Brioscui 
Crelle J. 50 p. 236 bemerkt. 
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Wenn nun der Punct a?, y, z auf der FlHche 2ter Ordnung liegt, 
so hat man 

II. s. w., wie oben, wahrend an die Slelle von 04, OB^ AB^ . . 
deren Verhallnisse zu den halben Diametern der Flache trelen, 
die mit den Strecken parallel sind. 

7. Ein Kegelsehnilt zvveiten Grades ist durch einen seiner 
Brennpuncte O und 3 andere Puncte 4, J5, C beslimmt; daher 
haben 4 Puncte eines Kegelschnitts und ein Brennpunct dessel- 
ben eine gewisse Relation. Die RotationsflUche zweiten Grades, 
welche durch Rotation eines Kegelschnitts um seine Hauptaxe 
entsteht, ist durch einen ihrer Brennpuncte und 4 andere 
Puncte 4, B^ C, D bestimmt, so dass eine Relation zwischen 
5 Puncten einer solchen Flache und einem ihrer Brennpuncte 
bestehen muss. Diese Relationen sind von Mobius (Crelle J. 26 
p. 29) angegeben und bewiesen worden. 

IMan kann diei^elben aus dem bekannten Satze ableiten, 
dass der Radius Vector 0A=^ r eines Kegelschnitts oder einer 
Rotationsfl^che der angegebenen Art eine lineare Function der 
Goordinaten a:, y oder a:, y, z des Punctes A in Bezug auf be- 
liebige Axen ist. Sind x^, y, oder x^j y^, z^ die Goordinaten 
von B u. s. w., so hat man 



r = a + fea; •¥ cy 



r ^^ a •¥ bx •¥ cy •¥ dz 



r^ ^ a ■¥ &a?3 + cy^ 
folglich (§. 8, 2) 



r 


1 


X 


y 


^i 


1 


Xi 


yi 


*'2 


1 


X2 


y2 


rz 


1 


^3 


ya 



r^ == a + &a?4 + cy4 + dz^ 



X y z 

X\ Vi 2r, 



= 



n \ x^ y^ z 

d. i. ar •¥ a^Tx + a2*'2 + . . « 

Die Adjuncten der ersten Golonne mit den andern Golonnen 
componirt geben null: 

« + «! + .. = 0, ax •¥ a^Xi + . . = 0, u. s. w. 
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Daher ist (§. 15, 5. 6) 

OA,BCD — OB,CDA-^ OC ,DAB -- OD .ABC = 

OA.BCDE-^ OB.CDEA-^OCDEAB 

^OD, EABC ^OE.ABCD =- 

Wenn A, B, C, D auf der Rotationsflache und zugleich auf 
einer durch O gehenden Ebene liegen, so ist ABCD = und 
BCDE : — CDAE : DABE : — ABCE ^ 
=- BCD : — CD A : DAB : — ABC 

folglich 

OA.BCD-^OB.CDA-^OC.DAB — OD.ABC ^ 

d. h. die Rotationsflache wird von einer durch einen ihrer Rrenn- 
puncte gelegten Ebene in einer Linie zweiten Grades geschnitten, 
fttr welche jener Punct ein Brennpunct ist (Mobuis a. a. O.). 

Wenn ein Kegelschnitt 4 gegebene Puncte, oder eine Rota- 
tionsflache zweiter Ordnung 5 gegebene Puncte hat, und den 
Brennpunct (a?, y oder x, y, z)^ so ist 
«in + 02r2 + . . = 

Cfi + ^2 + • . — 0, aiO?! + ^2372 + . . =^ 0, U. S. W. 

und bei orthogonalen Coordinaten 

r,t ^ {x-^x^y-^ (y~y,)2, . . . 
Das Product der 8 oder 16 conjugirten Wertlie 

(ttin + cfjra + . .)(ain — 02^2 + ..)•• 

ist eine Form 4ten oder 8ten Grades der r^^, rj^, . ., also eine 
Function 8 ten oder 16 ten Grades der x, y oder a?, y, z, Bei 
unendlichen a?, y sind r^ , rj , . . nicht verschieden von 
r = '^oc^'k-y^^ und das Product nicht verschieden von 
r8(ai + a2 + . .)(«! — a2 + • .) • • 

Also hat in dem Product die Form 8ten Grades der a?, y den 
Coefficienten 

(Cfl + Cfa + . .)(«!— ^2 + ..) • • 
der nach der Voraussetzung null ist. 

Wenn insbesondere die 4 gegebenen Puncte auf einem Kreis 
liegen, so ist 

airi2 + ^2^2^+ . . = (5) 
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folglich 

und nach Subtraction von [cc^r^ H-a2^2)^= ("3^3 + ^4^*4)^ 
aiCfaCri — r2)2 « a3Cf^(r3 — r4)2 

wo /? zweideutig bestimmt ist. Nach Elimination von r^ bleibt 

(ofi+a2)*-2 + (a3+ai^)^3 + (a4— ai/?)*'4 =- 

Hier ist wiederum die Summe der Coefficienten null, also das 
Product der 4 conjugirten Werthe eine Function der x, y 
niedern als 4 ten Grades. Vergl. Fiedler-Salmon Kegelschnitte 
nO 236, 41. 

8. Die einfachste Relation zwischen 5 Puncten des Raumes, 
-4, B^ C, D, JE, deren Coordinaten in Bezug auf 3 beliebige Axen 
^i> yi? ^n ^2? ^2? H ^' ^ ^* sind, findet man, indem man die 
Identitat (§. 2, 3) 



1 1 a?i yi «i 

1 1 ^2 1^2 ^2 



=- 



1 iP5 ys ^ 

nach den Elementen der ersten Colonne entwickelt und die ge- 
fundenen Determinanten 4ten Grades nach §. 15, 6 deutet, 

(I) BCDE + GDEA + DEAB + EABC + ABCB « 

vergl. §. 15, 7. Wenn man die Volume der einzelnen Tetraeder 
durch ihre Kanten ausdrttckt (§. 16, 12), so erhalt man eine irra- 
tionale Gleichung, deren rechte Seite Null ist und deren linke 
Seite die Summe der Quadratwurzeln von 5 Determinanten 5ten 
Grades ist. Um diese Gleichung zu rationalisiren, hat man die 
Norm der linken Seite gleich Null zu setzen, d. h. das Product 
aus den 16 Werthen, welche die linke Seite vermOge der Zwei- 
deutigkeit von 4 unter jenen Quadratwurzeln annehmen kann*) . 
Die Norm der linken Seite besitzt aber einen rationalen Divisor, 
zu dessen Auffindung es gentigt, die Gleichung (I) mit einem ihrer 



*) Vergl. Sylvester Cambr. and Dubl. math. J. 4853 Mai. 
Baits er, Determ. 5. Aafl. 47 
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Glieder zu multipliciren, well das Product aus zwei Tetraedern 
eine rationale Function yon den Quadraten der Strecken ist, 
welche die Eckpuncle des einen Tetraeders mit denen des andern 
Tetraeders verbinden (§. 16, 12). 

Dieser Divisor der rationalisirten Gleichung ist die in 
§.16, 12 nach Cayley a. a. 0. gegebene Gleichung 



(") 



ftlr die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncle des Raumes 
verbinden. 

Diese Determinante nach den Elementen der ersten Zeile 
entwickelt giebt 






1 


1 


1 


i 


1 







(i,a 


di3 


du 


di> 




<ii2 





dii 


rf** 


d2> 




rfis 


d23 





du 


d^ 




du 


d2t 


d34 





d^i 




di. 


<i2> 


d3. 


d« 






<^01 + <^02 + <^03 + <^0. 



^1)1 



wenn man durch d^j^ die Adjunct e des Elements d^j^ bezeichnet. 
Nun ist ^jci^^^iki ^ik^^'^^ii^lck (§• ^) ^ ^^^ ^) ? folglich bei einer 
bestimmten Auswahl der Zeichen 

womit nach §. 16, 12 die Gleichung (I) ttbereinstimmt. 

Analoge Bemerkungen sind tlber die Relationen zv^ischen 
4 Puncten einer Ebene, 3 Puncten einer Geraden zu machen. 
Es ist die Gleichung 



= 



oder bei gehdriger Zeichenbestimmung 

ttbereinstimmend mit BCD — CD A -^ DAB-— ABC == d. i. 
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d,2 


e?13 


du 
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<^12 





<^23 


^24 
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^13 


<?23 





^4 
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du 


^24 


du 
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und die Gleichung 



1^ 


1 


Xi 


yi 


I 


1 


X2 


ri 


1 


I 


a?3 


ya 


1 


1 


a?4 


y* 
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1 


1 


1 





d,2 


d,3 


1 


d,. 





^23 


1 


dn 


d2Z 






= 



« 



Ubereinstimmend mit AB -h BC -h CA 8= d. i. 



1 


1 


Xi 


1 


1 


i»2 


1 


1 


X3 



Diese Gleichungen ergeben sich auch aus 5, VII und VIII. 
Wenn nSimlich von 5 Puncten einer Kugel einer unendlich fern 



ist, so ist z. B. 






dpi ^^ ^03 __ ^4 

doi dpi rfoi 



und die Ubrigen 4 Puncte liegen auf einer Ebene. Und wenn 
von 4 Puncten eines Kreises einer unendlich fern ist, so liegen 
die ttbrigen 3 Puncte auf einer Geraden. 



9. Wenn der Kreis K den Radius r und sein Centinim die 
rechtwinkeligen Coordinaten a, b hat, wenn der Kreis K^ den 
Radius r^ und das Centrum a^, b^ hat, wenn man 

Si ^ {a^ aiY + (ft - hiY - (r - u)^ 

d. i. die Potenz des Punctes a, b in Bezug auf den um das 
Centrum a^^ b^ rail dem Radius r — r^» beschriebenen Kreis, und 
analog 

*=8. + afc-2(a-(i^)(a-ak) — 2(2>-^)(6-ftk) + 2(t-— rO(r-rk)««sw 
selzt : so werden die Kreise TiT, , K.^, K^ von dem Kreis K 
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bertthrt unter den Bedingungen *, = , «2 = , ^3 = , deren 
DiflFerenzen 2t lineare Gleichungen fllr a, 6, r geben. Dazu ist*) 



a — ai 


h^h, 


r — n 


a — <t2 


b — b2 


r — Pi 


a — oz 


b^h 


r-^r^ 



= s 



eine gegebene Function von a, b, r, weil (§. 6, 3) 



^ « 



a — ai b — bi r — r^ 
a — ^2 b — 62 ** — **2 
a — 03 6 — 63 r — rs 



— (a--«i) — (* — ^) r — ri 

— (a — 02) — (* — *2) »• — ♦'a 
—(a — 03) —{b — b^) r^r^ 




i«2i 



i«12 1«13 

1*23 




i«12«13«23 



von gegebener Gr5sse ist. Die Gleichung ftlr r allein wird ge- 
funden, indem man 



S ^ 



1 







a — ai b — bi r — r^ 
a — ffj b — 62 r — ♦'2 
a— 03 6-— &8 r — fs 



mit der doppelten Flaehe des Dreiecks der gegebenen Centren 





T ^ 
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«1 


bi 
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a2 


62 


« 


1 


«3 


63 





ai — -a 

02 — « ^2 — ^ 

03 — a ^3 — ft 



—I 

bi — b r — Ti 






multiplicirt, n^mlich 



ST > 





— r ■ 

— r ■ 

— r • 



1 



•r2 
•♦•3 



1 

1«13 
i«23 




— Jfr + isr 



1 

J«i2 

1«I2 

i«13 i«23 

Jeder Combination der Zeichen von r^ , rj , rg (und der 
entgegengesetzten Zeichen) entsprechen 2 entgegengesetzt gleiche 
Werthe von S, mithin 2 verschiedene Werthe von r. Ftlr mehr 
Dimensionen wird die entsprechende Aufgabe durch dasselbe 
Verfahren geldst. 



Mbrtens briefl. Mittheilung 1872 April. Crelle J. 77 p. 4 02. 
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10. Lagrange (sur les pyr. 17) hat das grosste Tetraeder 
untersucht, dessen FlSlchen gegebene Inhalte besitzen. Nach der 
in §. 16, 6 aDgenommenen Bezeichnung hat •man 

und nach einer von Lagrai^ge sur les pyr. 12 aufgestellten tetra- 
edrometrischen Gleichung (s.*des Verf. £lem. d. Math., Trigono- 
metrie §. 6, 5) 

4^1 ^2^3* =- Yu + Y22 + y33 + 2yj3 + 2y3i + 2yi2 

Also sind y^, , yjj, y33 und « = yjs -»- Ysi -»- Yn gegebene 
GrOssen und F* = -^ + ^i 1^22/3 3 eine Function von 3 durch 
eine Gleichung verbundenen Variablen, die ein Maximum werden 
kann unter den Bedingungen 

Nun ist jT-^ == 1 und ^v — hat als Adjuncte von y^s *^ 

-^±^1 1^22^33 d®^ Werth F*C23 (§. 7, 3), u. s. w. Daher ist 
bei einem grOssten Tetraeder 

C23 «* Csi ^ C12 

d. h. seine gegenttberliegenden Kanten sind normal zu einander, 
so dass die Hohen des Tetraeders sich in einem Punct schneiden*) . 
Denn durch Projection von AA^A^ auf AA^ findet man 

AA^ cosrir2 + -42-^3 Gosr^Qx -^ A^A cosrjrs = 

indem man durch r^, rj, rg , q^ die Geraden bezeichnet, auf 
denen AA^^ AA^, AA^j A^A^ liegen. Nun ist 

AAx,AAi co8rir2 — AA^.AA^ cosfifa, ^-42 cosrir2 + ^3-4cosrir8 ■« 

folglich A<iA^ cosr^^j = 0. 

Zur Berechnung der Elemente des gesuchten Tetraeders dient 
eine Gleichung 4ten Grades, von der eine positive Wurzel ohne 
Weiteres erkennbar ist. Es war aber von Lagrange nicht gezeigt 



•) Diese Bemerkung ist von L'Huilier de relatione mutua capacitatis 
etc. p. \fi\ gemacht worden. Vergl. des Verf. Elem. d. Math., Stereo- 
metrie g. 6, <0. 
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worden, dass durch diese Wurzel und nur durch diese ein reales 
Tetraeder von grOsstem Volum bestimmt wird. Diese Discussion 
ist von BoRGHARDT auf Grund einer neuen und umfassenden Be- 
handlung des ganzen Problems in 2 Abhandlungen (Berl. Acad. 
1865 und 4866) gegeben worden*). Den folgenden Auszug seiner 
Arbeit hat Herr Borchardt 4870 zur Mittheilung an dieser Stelle 
zu verfassen die Gtlte gehabt. 

I. Wo es nicht ausdrtlcklich anders bemerkt ist, sollen im 
Folgenden a, b Zahlen bedeuten, welche die Werthe 0, 1, 2, 3, 4 
durchlaufen, i, k Zahlen, welche die Werthe 4, 2, 3, 4 durch- 
laufen, p, q Zahlen, welche die Werthe 2, 3, 4 durchlaufen. 
Wenn diese Buchstaben unter Summenzeichen stehen, so ist nach 
jedem Summationsbuchstaben besonders zu summiren. 

Die Quadrate der Kanten eines Tetraeders bezeichne ich 
mit [ik) = (fcf), setze (ii) = 0, (tO) = (0/) = 1, (00) = 0, 
und nenne E die Determinante 5ter Ordnung der so bestimmten 
Elemente [ab) 
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1 


1 


1 


1 





(12) 


(13) 


(14) 


1 


(21) 





(23) 


(24) 


1 


(31) 


(82) 





(34) 


1 


(41) 


(42) 


(43) 






Die 25 Unterdeterminanten erster Ordnung von R bezeichne ich 

mit Qa^ = \7^' Dann werden das 6 f ache Volumen V des 

Tetraeders und die doppelten Inhalte F^, V^, Kg, V^ seiner Sei- 
tenflachen durch die Gleichungen bestimmt (s. oben §. 46, 43) 



8F2 = JR, 



-4F|2 = ^.. = 






Damit das Tetraeder real sei, ist es nothwendig und hinreichend, 

dass die 6 Grdssen [ik) positiv, die 4 Grdssen g^^ = ^.^^ negativ 

und E positiv sei, Bedingungen, welche sich in die eine zu- 
sammenfassen lassen, dass die ternare quadratische Form 



Vergl. Lkbesgue G. R. t. 66 p. 248. Mertkns Crelle J. 83 p. <80. 
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f = £{ik)ifiyk (fji + y2 + ^3 + ^4 « 0) 

welche nach Elimination von y^ und unter Einftlhrung der GriJssen 

«pg - (1>2) - (i>l)-(lg) + (11) 

die Gestalt annimmt: 

eine definite negative Form sei, d. h. eine solche, welche 
f ttr alle Werthe von yj > ^3)^4) das System yj = , yg = , 2/4 = 
ausgenommen, nur negativer Werthe, mit Ausschluss der Null, 
fSlhig ist. 

II. Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, 
schicke ich einen allgemeinen Satz tlber quadratische Formen 
voraus, der spSlter gebraucht wird. 

Gesetzt die beiden quadratisehen Formen 

seien durch die Substitution 

p 

in einander transformirbar , dann gehen gleichzeitig unter Ein- 
ftlhrung zweier neuen Systeme von je seehs Variablen y^^ = y^^ 
und T^q = Yqp die beiden Formen 

^ =- ^, M'^pqypqyp'q' '^ ^, ,^PP' ^q^ ypq Vp' q' ^ ^' =^ ^ .f^P't^q'^p'q'^ 

pqp q pqp q P q 

durch die Substitution 

Yp'q' ^ ^Slp^'ffq^'ypq 
pq 

in einander tlber. Die Transformation von /' in / liefert nam- 
lich die identischen Gleichungen 

p 
und vermittelst dieser Werthe der s^ geht zugleich F' in F 
ttber. 

Aus diesem Satz, der nicht nur fUr drei Variable y.^; y^i y^^ 
sondern fUr jede Anzahl von Variablen gilt, geht hervor, dass 
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wena / eine definite Form ist, d. h. wenn die Goefficienten fX' 
alle dasselbe Zeichen haben, auch F eine definite Form sein 
muss, und zwar diese letztere eine positive. 

III. Das LAGRANGE^sche Maximum -Problem besteht darin, 
dass R zu einem Maximum zu machen ist, wahrend die 4 

GrOssen — q^^ = — ^('~^ ^^®^ gegebenen positiven Constanten 

Cj- gleich werden sollen, welche, wenn c^ die gr5sste derselben 
ist, die Ungleiehheit 

erftlUen. — Um das Problem in Gleichung zu setzen, empfiehlt 
es sich, als Variable, nach. welchen diflferentiirt wird, nicht die 
ursprtlnglichen Grossen (ifc), sondern die GrOssen q^j^, des adjun- 
girten Systems zu wahlen, zwischen welchen die Gleichungen 

9i\ + 9i2 + Qiz + (>»4 = 

bestehen (§. 3, 2). Indem ich aus den 25 GrOssen q^j, die Deter- 
minante 

und von derselben die Unterdeterminanten der verschiedenen 
Ordnungen bilde, ergiebt sich 



P = JR*, .— ^ 223(00) = 0, P' == sr^ R^ 

0(>00 0(>ooO(>ll 



1 

1 



— 222 



und mit Benutzung der oben definirten GriJssen s^ 
Hieraus ergeben sich die voUstandigen Differentiale 

^dP' = d{m) = iRdR = BSSpqdQpq 

^d^F" = d^(R^) = 2Rd^R + 2^222 == Jl^a^qS^'q — s^q'8p'q)dgpqdQp'qi 
oder 

(1) 2dR = SSpqdQpq 

(2) 2{Rd^R — dR^) = — SSp^'Sp'^dgp^dgyq' 
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In den Summationen rechter Hand erhSllt jede der Zahlen p, q, 
p'y q die Werthe 2, 3, 4. Man kann aber auch noch den Werth 
1 hinzuftlgen , da s^^ == ist ftlr t = 4 oder A; = 1 . Wenn 
man in den so erweiterten Summen fllr ^^jj., s^^'^ s^^j^ ihre durch 
die GrOssen (i^) ausgedrttckten Werthe einsetzt und die Rela- 
tionen g^^ -h q^2 "^ Qis "^ Qii =" ^ benulzt, ergeben sich die sym- 
metrischen Ausdrtleke 

(8) 2dR « S{ik)dQii, 

(4) 2{Rd^R — dR!i) — —S{ik'){i%)dgikdQi'ic' 

IV. Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die DiflFerential- 
gleichungen des vorliegenden Problems, indem man die DiflFeren- 
tiale von/2und von den vier GrOssen c^ = — Qii='Qi2'^Qi3'^Q\ii 
etc. gleich Null setzt. So erhalt man 0= idR 

— 2(12)d(>i2 + 2(18)(i(>i3 + 2(14)cJpu + 2(23)d(»j3 + 2(24)d()24 + 2(34)d(»34 
= dQi2 + d(>i3 + dQu 

=: d^2i + d(>23 + ^(hi 

= dg^i •¥- d(f^2 + dg^i 

» dQii + d(>42 + d(>43 

Diese Gleiehungen mit 4, — v^, — Vj, — Wg, — V4 multipli- 
cirt und addirt geben eine Summe, in welcher der Coefficient 
jedes einzelnen Differentials verschwinden muss, daher ftlr i von 
k verschieden 

(5) (ik) = iivi-^-Pk) 

Hierzu kommen zwei Bedingungen. Erst ens muss 
f ^ Ssp^y^yq « S{ik)yiyu 

pq ik 

oder mit Benutzung von (5) 

=- — Sviyi^ (yi + y2 + ^3 + y4 = 0) 

eine definite negative Form sein. Zwei tens muss d^/^ negativ 
sein. Da aber ftlr das Maximum bereits di2 = ist und nach 
Art. I in die erste Bedingung die Ungleichheit i? > einge- 
schlossen ist, so wird die zweite Bedingung erftlUt sein, sobald 
die rechte Seite von Gl. (2) negativ ist. Die rechte Seite von 
Gl. (2) geht aber ftlr d(}^ = 1/^ in die quadratische Form —F 






1111 


1 


(11) — ri 


1 


(22) — 1^2 


1 


(33) — f^, 


1 


(44) — »4 
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des Art. II ttber, welche gleichzeitig mit / eine definite negative 
Form ist. Die zweite Bedingung ist also durch die erste von 
selbst erftlllt. 

V. Nach Einsetzung der Werthe (5) in die Determinanle 
R erhalt dieselbe den Ausdruck 



R 



wo (11) = (22) = (33) = (44) = 0. Hieraus folgen fttr R und 
die vier Unterdeterminanten q^^ = — c^ die Werthe 

^* ^(ti) ^i\ n) 

wo 

^ Vi V-x f?3 1^4 

Um die vier zwischen den gegebenen Gr(5ssen c^- und den 
unbekannten v^ bestehenden Gleiehungen nach den v^ aufzu- 
lOsen, setze ich 

fiir P positiv fiir P negativ 

Hierdurch gehen die Gleiehungen zwischen den v^ und c^ tlber in 

Wi{w — W{) = c^ <tf^(a» — <»J —s — Cj 

oder oder 

(w;.— i«;)2 « 2r— Ci (co, — Ja»)a « ? + C^ 

Bedeuten c, c^ und f, f^- GrOssen, welche der positiven oder 
negativen Einheit gleich sind, so lassen sich die GrOssen w^ w^ 
und w^ 10 1^ so darstellen 

Wi = eY^— ^^iV^ — ci Wi = fVS — ff.y S + Ci 
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und hieraus geht vermOge der Gleichungen w = 2w^j lo = 2(o^ 
ftlr z oder I = — z die Endgleichung in irrationaler Form hervor : 

(6) 2"/ i^— CiV« — Ci — - e^Yz—c^ = 

s/S-fiVT+^i- .... — f4-/S + C4 « 
Hat man hieraus z oder C bestimmt, so seize man 

W^ (/^_«j/iir^J [Yz-c^Y^^a) 

a .« [Yl^,-~^{Yi) •',-'' AVi'^i-B,Y^) 

wo fi ftlr jeden posiliven Werlh von t positiv ist und W ftlr 
diejenigen positiven Werthe von ^, welche grosser als die grosste 
der Constanten c^-, d. h. grosser als c^ sind. Unter Einftthrung 
des Zeichens 

ergiebt sich jetzt 

W ^ P ii e'F 

man kann daher setzen 

eY^ = V^ —eY^^ = "/f^ 

und erhalt demzufolge fttr r^-, i? die Ausdrtlcke: 

Yp Y~^ Y^^ YV^ 



Vi =- 



t€i Y^^eiYT^^i * «.r 'Y^-^Ci-BiYi 

R ^ PQ ^ wYP = 2/¥l/^W^ R = 2>/y-/^f'i2^ 

VI. Die irrationale Gleichuog (6) in z oder C = — -^^ wird 
rational gemacht, indem man die Norm ihrer linken Seite, d. h. 
das Product der 16 irrationalen Factoren, welche den verschie- 
denen Werthen der Vorzeichen e^, . . .e^ oder f j . . . . C4 entspre- 
chen, bildet, und dieses Product, welches ich mit Q)[z)=^(I>[ — t] 
bezeichne, =0 setzt. Jeder der 16 irrationalen Factoren giebt, 
nach fallenden Potenzen von z oder t geordnet, eine Entwicklung 
der Form. 

Az^ + i jB«~"i + lCz~'^ A%^ - ijB'5~"i + ^ C'tr^ 

wo 
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In zwolf Factoren ist der Coefficient A (oder A') von der 
Null verschieden, in denjenigen vier dagegen, in welchen von 
den vier Vorzeiehen e^ oder «^« eines negativ, die drei anderen 
positiv sind, ist der Coefficient A (oder A') des ersten Gliedes 
der Entwicklung = 0. Die Norm ist daher in z oder ^ nicht 
von hcJherem als dem vierten Grade. Unter den vierten Grad 
kann O nur sinken, wenn in einem der bezeichneten vier Fac- 
toren ausser dem Coefficienten des ersten Gliedes der Entwick- 
lung auch der Coefficient des zweiten Gliedes verschwindet. 
Dies ist nur in einen der 4 Factoren mOglich, namlich in dem- 
jenigen, fttr welchen e^ = «j = ^g = -h 1, 64 = — 1 , und in 
diesem auch nur dann, wenn zwischen den Gonstanten c^ die 
Relation 

Cl + C2 + C3 = C4 

besteht. In diesem Fall ist 0[z] nur vom dritten Grade. 

Die Wurzeln der Gleichung 0(2;) = sind sammtlich reell 
und drei derselben immer negativ, entsprechen also positiven 
Werthen von C. Sie gehdren den 6 irrationalen Factoren in C 
an, fttr welche von den vier Zeichen e^ zwei positiv, zwei nega- 
tiv sind. Betrachlet man z. B. die beiden Factoren 

2/s + /sT^ + /rr^ - •/'5"+^ - •/r+^ 
2-/S — /s + ci - -/sT^ + vv^z + yT+^ 

so andern sich dieselben von ^ = bis ^ = -h 00 continuirlich. 
Fttr C = haben sie entgegengesetzte Werthe , wenn dagegen 
t, in positivem Sinne ttber alle Grenzen wachst, werden beide 
Factoren positiv, einer derselben hat daher eine positive Wurzel 
? = ^t . Auf ahnliche Weise lasst sich die Existenz zweier 
anderen Wurzeln ^ = ^2 j C = ^3 nachweisen. Aber diesen 
drei Wurzeln entsprechen imagin^re LOsungen des Maximum- 
Problems. Denn fttr jede derselben ist 

also Y^'Sl imaginar, wodurch sammtliche GrOssen v^ und R 
imaginar werden. 
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Die jetzt noch ttbrige vierte Wurzel von ^(^s) = giebt 
immer eine reelle Ldsung des Maximum-Problems. Zu ihrer Be- 
stimmung mttssen die beiden Fsille untersehieden werden, in 
welehen 

Ci > Ci -^ C2 -^ c^ Oder C4 < c,^ + C2 + Cj, 

Ftlr den beide Falle von einander trennenden Grenzfall c^ 
= <^i -•- ^2 ■•■ ^3 wissen wir bereits, dass die vierte Wurzel von 
(D{z) =0 unendlich gross ist. In diesem Falle geben die For- 
meln des vorigen Art. 

1/^ |/c7^ ifc^ ^ 

also 

(12) - (14) + (24), (13) « (14) + (34), (23) « (24) + (34) 

d. h. die Ecke im Puncte (4) ist drei-rechtwinklig. 
Es sei 

C4 > Ci + C?2 + Cs 

alsdann genttgt der irrationalen Gleichung 

eine positive Wurzel C= ^, da die linke Seite ftlr ^=0 den 
negativen Worth — "/ci^ — V^c^ — V^-hV"^ annimmt, wahrend 
ihre Entwiekelung 

zeigt, dass sie ftlr hinreichend grosse Werthe von ^ positiv wird. 
In diesem Fall ist €1 = 62 = ^3 = -l-^) ^4== — ^j « = — ^1^2*3^4 
= -h 1 , fi'fl = fl positiv also V^'i^ reell. Nimmt man den 
positiven Worth dieser Quadratwurzel, so werden nach den 
Formeln des vorigen Art. r^, t?2> ^3 positiv, v^ negativ, R posi- 
tiv. Da in 

— /" = ^iVx^ + t?2y2^ + nvz^ + «^4 ^4^ (yi + y2 + ys + y4 =» 0) 

drei der Multiplicatoren v^ positiv, einer negativ ist, so gentlgt 
es, dass die Determinante R von — / positiv sei, damit — / 
eine definite positive Form sei. Somit ist die Nebenbedingung 
erfUllt und die LOsung eine reelle. 
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Es sei zweitens 

Cj <>, + ^2 + Cg 

man seize 

wo 1^ = -h 1 Oder = — 4 , je nachdem 

positiv Oder negaliv ist, dann hat xp[z) = eine Wurzel z = zq 
zwischen z = c^ nwd z = -h oo , In der That die Entwickjung 
nach fallenden Potenzen von z giebt 

fiir ^ = + 1 \p(z) « — 2«» + (Ci+C2 + C3 + C4)2r""a.... 

ftir J7 = — 1 1^(2;)= i(c, +C2 + C3 — C4)0'~» + ..., 

also machen hinreichend grosse Werthe von z den Ausdruck 
ip(z) negativ fttr rj = -hi, positiv fllr rj = — 1, d. h. von ent- 
gegengesetztem Zeichen mit rj, wahrend er ftlr z = c^ von 
gleichem Zeichen mit rj ist, womit die Existenz der Wurzel 
z = Zq bewiesen ist. 

In diesem Falle werden nach den Formeln des Art. V und 
fttr den positiven Worth der Quadra twurzel YW sammtliche 
Grdssen Vj, v^, i?3, v^, R positiv, und es bedarf daher keines 
Beweises, dass 

eine definite negative Form ist. 

11. Wie unter den Tetraedern, deren Flachen gegebene 
Inhalte haben, das Tetraeder von grOsstem Volum gefunden wird, 
ebenso ist von Borchardt (Beri.Monatsber. '!867p.779,4872 p. 505) 
unter den concentrischen EUipsoiden, welche in weniger als 6 
gegebenen Stellungen Gentralschnitte von gegebenen Inhalten 
haben, das Ellipsoid von kleinstem Volum bestimmt worden. 

Eine ternSre quadratische Form mit unbestimmten Goeffi- 
cienten ist 6fach unbestimmt. Durch den Werth, welehen die 
Form in einem gegebenen Punct hat, d h. bei einem System 
gegebener Werthe der Variablen, wird ein Coefficient bestimmt; 
also ist die Form, welche in weniger als 6 gegebenen Puncten 
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gegebene Werthe hat , einfach oder mehrfach unbestimmt. In 
dein LAGRANGE'schen Problem (10) wird nun unter den posi- 
tiven lernaren quadra tischen Formen 

welche in 4 Puncten 1|010, 0|1|0, 0|0|1, Ijljl die gegebenen 
Werthe Yw) y<i<ii y%%i ^A^A^A^^ haben, die Form gesucht, 
deren Determinante - 4^ y^ 4/22^33 ni5glichst gross ist. Das 
algebraische Problem, unter den positiven ternaren quadratischen 
Formen , welche in w eniger als 6 Puncten . gegebene Werthe ^ 
haben, die Form mit grOsster Determinante zu bestimmen, ist von 
Kronegker (Berl.Monatsbericht 1872 Juni) gestellt und gelOst wor- 
den. Die L5sung ergab in geometrischer Anwendung nicht nur 
das Tetraeder von grQsstem Volum bei gegebenen Inhalten seiner 
Flachen, sondern auch das Ellipsoid von kleinstem Volum bei 
gegebenem Centrum und bei 4 gegebenen Puncten seiner Ober- 
flache. Herr Kronegker hat mir eine Bearbeitung seines Monats- 
berichts freundlich zur Verftlgung gestellt, auf welche die fol- 
gende Darstellung gegrttndet ist. 

I. EiVie quadratische Form F der a?,, a?2, x^, welche die 
gegebenen Werthe 

F{\, 0, 0) = A2, F{0, 1, 0) - /2^ F{0, 0, 1) - /32, F{\, 1, 1) = A2 

haben soil, kann durch 

ausgedrttckt werden unter der Bedingung 

A^ - (A+/2+/3)2 — 2Ci/-2/3-2C2r;/i-2C^AA 

Damit aber F eine positive Form sei, wie im Folgenden ange- 
nommen wird, ist nothwendig die binftre Form F{0, a?2 7 ^3) ^^^ 
ihre Determinante (2 — ^\)c\f2^f^^ nicht negativ, d. h. c^ zwi- 
schen und 2. Ebenso mttssen C2, c^ zwischen und 2 liegen. 
Folglich mUssen die gegebenen Werthe der Begrenzung unter- 
liegen 

< (A + A + A)^ - A^ < 4 A A + 4A A + 4^ A 
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Die Grttssen fi, f2, fzy A werden als positive, f^ ^^^ ^i® grttsste 
derselben vorausgesetzt ; dann ist nothwendig 

A < A + /2 + h 

wahrend /i^ -1-/2^ -1-/3^ — A^ negativ oder begrenzt positiv 
sein kann. 

II. Die Form 

welche unter der Bedingung 

f?i + i?2 + f'a + t>4 ■*■ 1 
die Werthe hat 

F(t, 0, 0) - f^, - |,,2, r(0, 1, 0) -« t^j - 1^22, 7(0, 0, 1) « t>3 - f32 

F(l, 1, 1) - t>4-r,2 

lasst sich SO bestimmen, dass diese Werthe den A^, /j^, A^,A^ 
proportional sind. Dazu hat man ftlr t = 4, 2, 3 



f>i-f>i'^ y^{f>i-f>,^) d. i. 1-21^^ -j/^1-^ (1^4- V) 
zu setzen, und findet durch Summirung 

1 +2^4 - ^yi-^ivi-v.^) 

die Gleichung ftlr v^ ; jedem v^ entsprechen bestimmte Vj , t?2j ^'s- 
Die Wurzel v^ = 4 ist unbrauchbar, weil dabei Vj, Vj, v^ null 
sind. 

III. Unter der Voraussetzung positiver Quadratwur- 
zeln von positiven Zahlen hat die irrationale Function von v^ 



l + 2t>4--s[/ l-^K-t>4^ 



bei 174 =3 den Werth — 2 ; bei positiv unendliehem v^ hat sie 
den Werth 



2.,(i_/L±W3) 



der auch negativ ist (I) . Wenn i?4 — 4 = A verschwindend , so 
hat die Function den Werth 
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welcher in dem Fall, dass /i^ + /2^ + /3^ — /4^ null ist, posiliv 
ist sowohl bei posilivem als bei Degativem h. Wenn aber 
fi^-hf2^-h /3^ — /4^ nicht null ist, und das Zeichen von h 
mit dem Zeichen dieser Formel tlbereinstimmt , so hat die 
Function den Werth 

^* A^^ 

welcher posiliv ist. Also hat die Gleichung fttr v^ bei posilivem 
/i^ "*" /2^ -1-/3^ — A^ eine Wurzel zwischen und 1; bei 
/i *^ -h . . = eine Wurzel zwischen und 1 , zwei Wurzeln 1 , 
und eine Wurzel zwischen 1 und oc ; bei negativem /j ^ -♦- . . 
eine Wurzel zwischen 1 und 00. 

IV. Einer posiliven Wurzel v^ entsprechen positive Quadral- 
wurzeln 1 — 2i'^-, so dass auch 2 — ilvj — 2^2 posiliv ist. Bei 
1^4 << 1 ist t?4 — 1?4 2 posiliv, 1 — 2 r,- <C 1 , «?» posiliv ; bei t?4 > 1 
istt?4 — v^^ negativ, 1 — 2v,>'1, r^- negaliv. Wenn nun e die- 
jenige Quadratwurzel von \ bedeutet, welche mit «?4 — «;4 2eines 
Zeichens isl, so sind 

dei €V{xi, X2, 0) = t?it?2(l — »i — V2) 

.. , I « «^l «^2 *3 

r, — f?!-* --f?il?2 — t^it^s 1 « „ 11 A 

I I f^l t?l u u 

del f K — ff — ViV2 V2 — ^2^ — <^2<^3 1 = 1 ,. ^ 

— ViVi — f?2tJ3 t?3 — ^32 I 

I f?3 U U f?3 

— ef?ll?2»3(l — »i--r2 — »3) = €Pir2V3f?4 

s^mmllich posiliv. Mithin ist die so beslimmle Form eV eine 
positive Form. 

V. Wenn rf^^ = v^ — v^^, so ist er posiliv, und man 
kann aus der Gleichung 

1 — 2f?4 = -/l — 4rA2 

Baltser, Determ. d. Aufl. 18 
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durch Addition der 3 Gleichungen \ —^v^ == V\ —^rf^^ (H) 
auch die Gleichung ftir r ableiten 

2 — 2:yi — 4r/fc2 A; = 1, 2, 3, 4 

Da nun die Form rF — V null ist in den 4 Puncten 1 10]0, 
0|1!0, OiO|1, 1;1j1, so ist sie ausdrtickbar durch 

^iVy^x^Xz + 2ta2^i^3 + 2wzXiX2 

unter der Bedingung w^ -^ W2 -^ w^ = 0. Also ist die positive 
Form erF ausdrtickbar durch 

b[viXi^ + . .) — f (^'li'^i + . .)^ + 2f (M'ia?2ir3 + . ,) 

Die positive Form €{v^Xy^^ -^ . .) und die indefinite Form 
2fi(M?ja?2ir3 -h . .) kOnnen beide nach §. 14, 43 in lineare Formen 
der Quadrate von z^, Zj, z^, linearer Formen der a?j, a?2> ^3? 
transfonnirt werden, so dass 

e{ViXi^ + . .) « «i2 + rjS + 3^2 
2£(fria?2i«?3 + . .) = i'l^l^ + P2^^ + 1^«3^ 

Durch Differentiation nach a?^, a?2, a^j und Addition erhalt 
man dann 

€(fliPl + f2iP2 + t^a^s) = h^l + ^2^2 + ^^3 

WO 

hzi hZi hZi ^^ , . 

bXi liX2 OXi 

Daher ist auch 

*€(ri + 1^2 + »>) ^ ^1^ + *2^ + h^ 

Die Coefficienten p^ , jpj ? Pz ^^^^ ^^^ ^^^ ^^® Wurzeln der 
Gleichung ftir q 



«?3 (>*^2 W'l 

1^2 f^i (> ^3 



« 
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In dieser Gleichung ist der Coefficient von q^ null, folglich 

i?i + jP2 + i^ «= 
und mit Htllfe von i?t *i ^ -4- ^2 *2 ^ "*" /^3 ^3 ^ = ^ 

Piimi P^'P = t2^-h^' h^ - ^1^ • h^-h^ : 1 
so dass p bestimmt ist. 

VI. Durch die angezeigte Transformation geht die positive 
Form arF der ar^, x^^ x^ tiber in die Form G 

Diese Form der -s^, 2^2 r ^3 ^st positiv, also sind positiv 

Die Binomien 1 -4- /?i , 1 -4- P2 > ^ "*" /'s kOnnen nicht alle 
negativ sein, weil sie die Summe 3 haben. Bei € = 1 ist 
1 + Pi — ^1^ positiv, also \ -¥ p^ positiv. Bei e = — 1 ist 
1 + /?! + *i^ positiv; wenn nun 1 + pj negativ, so ist 1 -4- ;?2 
nicht negativ. Denn unter der Voraussetzung negativer 1 + jpj 
und 1 + P2 waren negativ 



Daher giebt es unter den 3 Binomien 2 positive z. B. 1 + /?i 
und 1 -4- P2> ^^^ ®^ giebt positive m, w, 9 der Art dass 

1 + i?i = wa 1 + ^2 '=' «^ 

(1 +i)i)(H-i)2)(l 4-i?3) =» (3 — w2 — n2)m2n2 

= 1 — (m — n)2m2«2 — (1 + 2m7t)(w» — 1)2 = 1 — g2 

In der That ist 1 der griisste Worth, den das Product von drei 
Factoren haben kann, deren Summe 3 ist. 
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VII. Bei fi = 1 ist (V) v^-^v^-hv^ = t^'^ -H t^^ 4- ^^2^ 
und 

folglich 

^2 fo2 f,2 



I + i>l 1 + 2>2 I + i>3 

_ t? - ^^'^^' - ^2^i^2^ _ ^^i?3^ 

* 1 + i>i t + i>2 1 + i^3 

det (r = f?4 f74g2 

- ^i2i>i2(l 4.^2)(1 4.^3) _ ^22p22(l +i>Oa +i>3) "" ^2^3^(1 + i>l)( I +1>2) 

Bei € = 1 sind die auf v^ folgenden Glieder nicht positiv ; also 
ist v^ der Werth, den die Determinante der Form G nicht 
tibersteigt, und den sie nur dadurch erreicht, dass p^, jpj? ^^so 
auch /?3, q versehwinden. 

Bei « = — 4 hat det G den Werth 

I — g2 + ^i2(l + ^2)(1 + ^3) + . . « 1 „g2 + fi2(l _^j +^2^) + . . 
«= t;4 — g2 4. fj2j,2 p3 4. ti^p^p^ + ^2^j^2 

Die letzten 3 Glieder werden durch 

_jp2^^2(^^2_^22)(«,2-;32)-i>2^22(^22-^l2)fe2-^2)_^2^32(^2_^^2)(^32_^22) 

ausgedrtiekt, von denen jedenfalls eines und die Summe der 

beiden andern nicht positiv ist. Wenn z. B. ^3^ nicht mehr 

als t^'^ und nicht mehr als ^^^ ^q [^i (j^g leizte Glied nicht 
positiv, und die Summe der beiden andern 

-i>2(^j2_^22)(^j4_^^2^32_^4 + ^22^32) jp2(^^2 _ ^^2)2(^^2 4. ^2? _ ^32) 

nicht positiv. Also ist auch in diesem Fall v^ der Werth, den 
die Determinante von G nicht tibersteigt, und den sie nur bei 
p = erreicht, wobei p^, pj? Ps^ 9. ^^^ sind. 

VIII. Man erhalt det^rF aus detCr, wie Ae\>e[v^x^'^ + . .) 
aus det(2i2 + . .) durch Multiplication mit d^, wo 8 die Deter- 
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minante der linearen Formen Zy, z^, z^ d. h. der linearen Sub- 
stitutioD ist, durch welche die quadratischen Formen der z in 
Formen der x transformirt werden: 

det f (f?, a?i2 + . .) « «J2 det(2ri2 + . .) 
Demnach ist 



deti^ - ^-i^^ det(? « -^^ f^f^-% 



r^ (l-t^i)(l-t^2)(l-t;3) 

und nicht grosser als 

AY22/32 



det(? 



(l-f;i)(l-f;,)(l-f;3) 



f4 



Diese grdssle Determinante wird nur dadurch erreicht, dass 
Px-i P^f Ps verschwinden (VII); die entsprechende Form wird 
also nur dadurch erhallen, dass w^, w^, w^ verschwinden (V). 
Die Form mit der grOssten Determinante ist 

-r-{viXi^ + r2a?22 + v^x^^) (ViXi + t?2a?2 + f^sX^)^ 

und hat die adjungirte Form 



ViV2V^Vifxi^ X'^ x-P^ (a?i + 0:2 + ir3)2> 



IX. Wenn den Gleichungen (II) die Werthe v^^ v/, v^^ v^\ r 
gentlgen, so kann die Form mit der gr5ssten Determinante 

T r 

von der vorher gefundenen Form nicht verschieden sein. Also 
ist bei alien x 

r(t?i'iFi2 + . .) — r\vxXy} + ..)«* r{v(xy^ + . .)^ — r\v^x^ + . .)2 

eine durch 2 Quadrate darstellbare Form. Die Determinante 
derselben ist null, d. h. 
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folglich z. B. rv/ — r\ = 0. Die Vergleichung der Goeffi- 
cienten giebt dann 

d. h. v^^ = Vj , v^ = V2J V3' = V3', r' = r. Hieraus erkennt 
man, dass ein zweites System v/, v^', Vj', V3', r' den Glei- 
chungen (II) nicht genttgt. 

i)ie geometrischen Anwendungen findet man in dem anp - 
ftthrten Monatsbericht. 



